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ROZBOR NAPETf V OCHRANNYCH POVLACfCH 
NA VALCOVYCH A KULOVYCH PLOCHACH 
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Resslova 956, 501 87 Hradec Kralove 

Doslo 12. 5. 1987 

J Bou uvedeny zakladni vztahy a poBtup vypoctu napeti ve valcich a koulich 
Bestavajicich ze dvou pevne spojenych elastickych vrBtev o rozdilnych vlastnostech. 
Nasleduje podrobne fe§eni napjatosti, vyvolane rozdily teplotnich roztaznosti 
pfi zmerw teploty, a obecny postup pfi nehomogennim rozlozeni teplot, pfi 
zatizeni vnitfnih-0 nebo vnejaiho povrchu radialnim tlakem a pfi zatizeni ohy
bovym momentem. Je rozebran vliv ruznych cinitelit. Krome elastickych a popf. 
tepelnych vlastnosti Be uplatnuji tlou§tlcy povrchove Vrstvy a zakladu a jejich 
zakfiveni. Pfi relativne malych tlouafkach povrchove vrstvy h vzhledem k tlou
atce zakladu a k polomlru Btycne plochy b jsou pomlry podobne jako u rovnych 
desek s povrchovou vrBtvou. Pfi pomlrech h/b > 0,1 Be navic objevu_ii radial
ni naplti, rozlo:!eni obvodovych napeti napfic vrstvou ziskava hyperbolicky 
pruheh a je nutno uzivat pfesrwjlich vypocetnich vztahu. Jsou diskutovany 
mofoosti pou!iti uvedene teorie pro povlnky na hranach a v koutech. 

UVOD 

Zvyseni odolnosti ruznych vyrobku proti nepfiznivym vlivum okolniho prostfodf 
se casto dociluje vytvofonim specialni povrchove keramicke nebo skelne vrstvy 
s vysokou odolnostf chemickou nebo mechanickou, s velkym tepelnym odporem 
apod. Nasledkem rozdilne teplotnf roztaznosti a modulu pruznosti povrchove vrstvy 
a zakladu vznikajf casto v techto telesech vnitfni pnutf jiz v prubehu vyroby, a take 
pfi provoznfm zatfzeni majf napetf jine rozlozenf a velikost nez V podobnych telesech 
homogennfch, bez ochranne vrstvy. Nerespektujeme-li tyto charakteristicke vlastnosti 
pfi navrhu, muze byt nekdy dusledkem vznik trhlinek nebo odlupovanf povrchove 
vrstvy a snizeni zivotnosti i spolehlivosti celeho vyrobku. 

Otazkam napeti v povlacfch na telesech jednoducheho tvaru (deskach apod.) 
byl nedavno V Silikatech venovan obsirny clanek [l], kde jsou tez citovany dalsi 
prace. Velmi casto se ochranne vrstvy vyskytujf take na plochach zakfivenych, jako 
jsou potrubi a ruzne nadoby, ale take hrany, rohy a kouty. Napjatost V techto pfi
padech je slozitejsi a rozlozeni napeti je casto nepfiznivejsf nez u rovnych desek. 
Je proto tfeba vedet, cim se oba pfipady lisi a kdy je nutno k vlivu zakfiveni pfi
hlfzet. 

Vseobecne uvahy o chovani povrchovych vrstev na zakfivenych plochach jsou 
napr. v monografifch [2-4]. Zakladni kvantitativni pfodstavu muzeme ziskat 
z rozboru napjatosti pevne spojenych souosych valcu, popr. kouli s rotacne symetric
kym zatfzenfm. Obecne postupy a vztahy pro tento druh uloh lze nalezt V ucebnicfch 
a prfruckach pruznosti a pevnosti [5-10]. Problematice vnitfnfch pnuti ve spojenych 
valcovych telesech ze skla nebo keramiky jsou venovany napr. prace [11, 12]. V [13]
jSOU odvozeny zjednodusene vztahy pro vypocet vnitfnich napetf V <lute kouli 
s povlakem na vnitfnim nebo vnejsfm povrchu. Podobna uloha byla fosena V sou
vislosti s analyzou napjatosti keramickeho strepu, kde jsou v homogennf matrici 
dispergovany castice kuloveho tvaru [14, 15]. 
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V predlozene praci je naznacen obecny postup rozboru napeti V dvouvrstvych 
(dutych) valcich a koulich. Nasleduji vztahy pro vypocet vnitfnich napeti vyvolanych 
rozdily teplotnich roztaznosti zakladniho materialu a povrchove vrstvy. Na zaklade 
propoctu techto napeti pro ruzne kombinace geometrii a elastickych vlastnosti je 
diskutovan vliv hlavnich cinitelu. Dale jsou rozebrany charakteristicke znaky napja
tosti pri nehomogennim rozlozeni teplot a pri mechanickem zatizeni vnitfnim, popr. 
vnejsim pretlakem a ohybovym momentem. Zvlastni pozornost je venovana otazkam 
hran a koutu. 

TEORETICKA CAST 

Celkove usporadani vcetne oznaceni je pro valec na obr. la, b, pro kouli na obr. la. 
Rozbor napjatosti provedeme za nasledujicich predpokladu: 

1. Vysetfovane teleso je obecne dvouvrstve. Ochranna vrstva je na vnejsim
nebo vnitfnim povrchu duteho valce, popr. koule ze zakladniho materialu. 

2. Material povrchove vrstvy i zakladu je homogenni, s konstantnimi vlastnostmi
nezavislymi na soufadnicich. 

3. Material obou vrstev se deformuje pruzne podle Hookova zakona, pricemz
napeti nikde neprekroci mez kluzu ani mez pevnosti; obe vrstvy jsou stale pevne 
spojene. 

4. V alee predpokladame znacne dlouhy a omezime se na mista vzdalena od
okraju, kde je jejich vliv zanedbatelny. 

b 

Obr. 1. Dvouvrstvy valec a koule - vseobecne usporadani; a - pficny fez valcem a kouli, b - podelny 
fez valcem 

Vychodiskem pro urcovani vnitfnich pnuti, jakoz i teplotnich napeti nebo napeti 
vyvolanych radialnimi tlaky v dvouvrstvych telesech valcoveho nebo kuloveho 
tvaru, je obecna analyza napjatosti v dutem valci nebo kouli s rotacne symetrickym 
zatfzenfm. Protoze resenf techto u}oh je IDOZilO na}ezt V ruznych ucebnicfoh pruznosti 
a pevnosti, omezime se zde na shrnuti vyslednych vztahu. Pripomeiime pouze, ze se 
pri odvozovani vychazi obecne z Hookova zakona, deformacnich podminek a rovnic 
rovnovahy sil, a ze slozitejsi zpusoby zatizeni lze resit (pri platnosti principu super
pozice) jako soucet reseni odpovidajicich jednodussim zpusobum zatizeni. 
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Valec 
Pusobi-li na vnejsi nebo vnitfni povrch duteho valce z homogenniho materialu 

napetf V radialnim smeru (vyvozena napf. tlakem pracovni latky nebo nemoznosti 
volnych teplotnich aj. dilataci), vznikaji ve stene radialni a obvodova (tangencialni) 
napeti o prubehu [5-10]: 

M o'r(r) = K -r2 + /r[T(r) -To], (1) 

Mo'e(r) = K + - + ft[T(r) -To].r2 (2) 

K, M jsou konstanty a /r, ft jsou urcite funkce, zavisle mj. na rozlozeni teplot T(r). 
To je teplota, pfi ktere pfedpokladame teplotni napetf nulova. V nejdulezitejsim 
pfipade homogennfho rozlozeni teplot, T(r) = T = konst, je fr = 0, ft= 0, a pro 
konstanty K, M plati 

(3) 

kde o're , o'rl, je radialni napetf*) pusobici na vnejsf, resp. vnitfni povrch O polomeru 
re , resp. ri. Osove napeti je dano obecnym vztahem

o'a(r) = C + /a[T(r) -To], (4) 

kde C je konstanta a/a je urcita funkce rozlozeni teploty. Pfi homogennim rozdeleni 
teplot je/a = 0 a OSOVe napetf vznika pouze tehdy, je-li Va.lee zatfzen V OSOVCID smeru 
(napf. zpusobem uvedenym vyse). Jak vyplyva z (4), je v tomto p:fipade rozlozeno 
napfic prufezu rovnomerne, Ga (r) = Ga = konst. 

Uvedena napeti maji za nasledek zvetseni polomeru u(r), ktere lze urcit ze vztahu 
pro pomerne prodlouzenf V obvodovem smeru, 

u IBt(r) = r = E{o't(r) - µ[a,(r) + o'a(r)]} + a:[T(r) -To], (5) 

kde a: je soucinitel delkove teplotni roztaznosti. 
V mistech vzdalenych od okraju se valec deformuje V osovem smeru jako jeden 

celek a pro osove pomerne prodlouzeni plati 
1 ea(r) = ea = E {aa(r) -µ[Ge(r) + o'r(r)]} + a:[T(r) -To]. (6) 

Koule  
Pusobi-li na  vnejsi nebo vnitfni povrch <lute homogenni koule napeti radialniho 

smeru (z pncin uvedenych vyse), vznika ve stene radialni a obvodove napeti [6, 9, 10]: 

a,(r) = K' - M' + J; [T(r) -T�],r3 (7) 

*) Kladne, pusobf-li tah. 
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O't(r) = K' + :,: + l;[T(r)-To], (8) 

K', M' jsou konstanty a 1:, l! jsou urcite funkce rozlozenf teplot napfic stenou. Pfi 
T(r) = T = konst je J; = 1( = 0 a pro konstanty K', M' plati 

3 3 

K' 
= 

O'rere -O'rtr, 
r�-ri 

M' r:1 = (O're - O'rt) 
3 3 r. - r, 

Oznaceni O're , O'rt, r6, rt maji vyznam jako drive. 

Zvetseni polomeru stanovime ze vztahu 

(9) 

u I 
ee(r) = r = E{O't(r) -µ[O',(r) + O't(r)]} + oc[T(r) -To]. (10) 

Vztah (10) obrazi skutecnost, ze v kazdem bode koule pusobi v radialnfm smeru 
napeti radialni O'r a ve vsech smerech k nemu kolmych napeti obvodove O't. Osove 
napetf se zde nevyskytuje. 

V dalsim vykladu rozebereme charakteristicke rysy napetf vznikajfofch z ruznych 
pficin. 

NAPETf ZPUSOBENA ROZDfLY TEPLOTNfCH ROZTA2NOSTf 

Tato napetf se vyskytuji u vyrobkii, kde se povrchove vrstvy vytvafeji za vyso
kych teplot. Pfi nasledujfcim chladnuti se vrstva s vetsi teplotni roztaznosti snazi 
zmensit vice svuj polomer a V pfipade valce i svoji delku V osovem smeru. Vrstva 
s mensi roztaznostf tomu brani. To ma za nasledek, ze V obou vrstvach vznikajf 
napetf radialnf a obvodova (u valcu take napetf OSOVa), ktera V telese zustavajf jako 
trvala i po vyrovnanf teplot V celem objemu. 

V dalsfm vykladu oznacime veliciny tykajfoi se vnejsiho telesa, resp. vrstvy 
indexem 1, vnit:rniho telesa (vrstvy) indexem 2. Vnejsf polomer telesa 1 je a, polomer 
stycne plochy obou vrstev je b, vnitfni polomer je c (obr. 1). Odpovidajfcf plochy 
oznacime A, B, G. Teplotu celeho telesa pfedpokladame konstantni, rovnou T.

Valec 

Prubeh radialnich a obvodovych napeti v jednotlivych vrstvach je  dan obecne 
vztahy (1) -(3)*), pricemz pro radialni napeti plati okrajove podminky 

O'r1(r = a) = 0, 

O'r2(r = c) = 0, 

o'r1(r = b) = o'r2(r = b) = O'rB, 

(11) 

(12) 

(13) 

kde O'rB je prozatim neznama hodnota radialniho napeti ve stycne plose. Dale platf, 
ze obe (pevne spojene) vrstvy musf mit stejne zvetsenf polomeru stycne plochy, 

*) Plat!/, = /1 = J,. = 0. 

142 

u1(r = b) = u2(r = b). (14) 
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Stejne musi byt i pomerne prodlouzeni obou vrstev V osovem smeru, 

Ea1 = Ea2 - (15)

Zaroven plati, ze osova sila, kterou pusobf vrstva 1 na vrstvu 2, ma stejnou velikost 
a opacny smer nez osova sila, kterou pusobi vrstva 2 na vrstvu 1. Protoze osove 
napeti nezavisi na r, muzeme tuto podminku zapsat ve tvaru 

7!(6-2 - b2) o'ai + 7!(b2 - c2) o'a2 = 0. (16)

Sest podminek (11)-(16), rozepsanych s uzitim vztahu (1)-(6)*) tvoH soustavu
sesti, resp. peti linearnich rovnic 0 peti neznamych: o'rB, o't1B, o't2B, O'a1, O'a2 . Tuto 
soustavu muzeme resit bud' pfimo (pomoci vhodneho programu na pocitaci), nebo 
muzeme zredukovat pocet neznamych. Zvolime-li za nezname radialni napeti ve 
stycne plose o'rB a OSOVe napeti O'a1 Ve vrstve 1, dostaneme nasledujfoi soustavu dvou 
rovnic: 

auO',B + a12<1a1 = (oc1 - a2) (To - T),

a21o'rB + a22o'a1 = (a1 - ix2) (To - T), 

kde pro konstanty a11 , • • •  plat.i 

au = - [;
1 

( ::�: + µi) + ;
2 

( ::�:: 

( µ1 µ2 aZ -b2 ) 
a12 = - Ei + E

2 
• b2 - c2 '

a21 = 2 ( ;: · a2 � b2 + ;: · b2 � c2 ) '
1 1 a2 -b2 

a22 = E
i 
· + E

2 
• b2 - c2 •

8 uzitim Cramerova pravidla najdeme nezname o'rB, o'a1 podle vztahu 

o'rB = [a1 - oc2) (To - T) (a22 - a12)/(a11a22 - a12a21), 

o'a1 = (oc1 - oc2) (To - T) (au - a21)/(a11a22 - a12a21)-

(17)

(18)

(19)

(20) 

(21)

Nynf muzeme urcit radialni a obvodove napet.i V libovolnem miste, dosadime-li 
do pfislusneho ze vztahu (1)-(3) hodnotu o'rB z (20) a okrajove podmfnky o'rA 

= 
0, 

<1,c = O (viz poznamku dale). Protoze vsak vime, ze prubeh techto napeti je hy
perbolicky, **) postaci znat jejich hodnoty na povrchu kazde vrstvy. Zavedeme-li
s ohledem na charakter vztahu (l)-(3), (16) a (19) bezrozmerne veliciny 

<pi = a/b, <p2 = c/b, (22)

*) Je nutno respektovat, ze vnejlif vrstva ma materialove parametry E1, µ1, «1, vnitfni 
vrstva E2 , µ2, «2. Teplota obou vrstev je T, vychozi teplota byla To. 

**) Zavislost y = kr-2 se oznacuje jako hyperbola druheho stupne, y = kr-3 jako hyperbola 
ti'etiho stupne. 
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dostaneme po uprave chrakteristicke hodnoty obvodovych napeti 

2 
o'tiA = - 2 l o'rB, 

cp, -

<pi+ 1
<ftiB = - 2 I o'rB, 

<p, -

1 + <p � 
o't2B = l 2 <frB, 

-<pz 

2 
<ft2C = l 2 <frB· 

- <pz 

Pro osove napeti ve vrstve 2 dostaneme z (16) 

cpj-1 
<1a2 = l 2 <1a1.- <pz 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

POZNAMKA. Okrajova podminka <1rc = 0 a vztahy (25), (26) plati jen v pfipade 
duteho vnitrniho valce. Je-li tento valec plny, plati 

<1r2(r) = o't2(r) = o'rB = konst, (28) 

tzn. V celem vnitfoim valci pusobi konstantni radialnf i obvodove napeti, rovne o'rB• 
Reseni se dale zjednodusi, je-li Poissonovo cislo povrchove vrstvy i zakladu stejne, 

µ1 = µ2 = µ. Pro tento pfipad dostaneme po uprave nasledujici vztahy: 

(1X1 - IX2) (To - T) (1 + µ) 
o'rB = - -l- -l-+_

<p
_i ___ 2µ2 1 I+ <pi -2µ

2
( 

I I 
) 

' 
-
E
-, .- -

<p
- 2�,-

--
1

--+-
E

-
2

·--
1
---

<p
-�- -+µ -

E
-,--

E
-2, 

1 1 + <p i + 2µ 1 1 + <pi + 2µ (
, 1 I 

) E1 

. 

<pf -1 + 
E2 

. 1 - <pi 
+ µ 

E, - E2 , o'a1 
= - -----'-----=---------,

(
- l  ___ l_�

cp
""
f
,-------,-1

--,--
)

-----'- o'rB; 
(l 

+ µ) 
E, + E2 

.-1- <p�

(29) 

(30) 

ostatni napeti urcime podle vzorcu (22)-(27). Podobne jako v [l] je mozno vztahy
(29), (30) upravit vytknutim E1 a zavedenim bezrozmerne veliciny e = EifE2• 

S pomerne malou chybou muzeme pocitat napeti podle vztahu (29), (30) i pri 
rozdilnych Poissonovych cislech, dosadime-li pro obe vrstvy st:redni hodnotu µ =

= (µ
, 

+ µ2)/2.
Na obr. 2 je znazornen prubeh radialnich, obvodovych i osovych napeti ve dvou

vrstve valcove troube. Velikost techto napeti i jejich vzajemny pomer zavisi na vice 
cinitelich a ze vztahu (19)-(30) jsou zrejme pouze nektere zakonitosti. Proto byla 
propocitana napeti pro ruzne kombinace tlous£ky povrchove vrstvy, zakladu a po
lomeru stycne plochy, a pro ruzne pomery modulu pruznosti E1/E2 (za predpokladu 
µ, = µ2). Protoze nas bude zajimat srovnani velikosti napetf ve vrstvach na zakri
venych plochach a na rovnych deskch, zavedeme podobne jako v praci [l] redukovana
napeti o'ri, o't1� , o't1;, o't2;, o't2 �, o'at, o'a; , definovana jako podil skutecneho napeti 
a maximalniho napeti, ktere by vzniklo ve velmi tenke vrstve na rovne desce: 
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Rozbor napeti v ochrannych povlacich . . .

kde 
(31) 

(32) 

Redukovana napeti a:B a !Tar dostaneme vydelenim vztahu (29), (30) vyrazem (32). 
Pro napeti IT71A , 0"718, 0"728, !Ti;c a a;2 plati vztahy (23)-(27), dosadime-li do nich
O":n misto o'rB a o': 1 misto <fa1. Dale oznacime tlousfku vnejsi a vnitfni vrstvy*) 

h1 = a-b, h2 = b-c, 
pricemz plati 

<pi = (h1/b) + 1, 

a-,, u--e-
A r------r::-=::,--·------. 

B 1--_."a._.'__. _ _.._ ______ _ 
lra2 

C !-----==:::a:::i.--=-=--'-1 

2 

a 

(33) 

(34) 

Obr. 2. Rozlozeni naplti v dvouvratvem valci vyvolanych rozdilem teplotni roztaznoati vnitfni a V11ejsi 
vratvy (achematicky); a - prwny rez, b - podelny rez. Obr. 2a plati i pro dvouvratvou kotdi. 
Gr - radialni naplti, Gt - obvodove naplti, a,. - oaove naplti. Index 1, 2 oznacuje 'lmlj§i, 

reap. vnufni vratvu. 

Charakteristicke prubehy redukovanych napetf v zavislosti na h1/b a dalsfoh 
velicinach jsou na obrazcfch 3, 4. Ze vzorcu a z numerickych vysledku vyplynula 
rada dulezitych poznatku: 

1. Radialni napeti V kazde z vrstev ma obecne hyperbolicky prubeh, s nulovou
hodnotou na volnem povrchu (vnejsim, popf. vnitfnim u duteho valce) a s maxi
malni hodnotou o'rB na stycne plose zak}adniho te}esa a ochranne vrstvy. U plneho 
va}ce (c. 2) ma vsak radialni napetf V ce}em va}ci konstantnf hodnotu !Tr2(r) = o'rB· 

2. Obvodova napeti majf obecne rovnez hyperbolicky prubeh s maximalni
hodnotou vzdy na vnitfnfm povrchu pfislusne vrstvy. u plneho valce ma obvodove 
napeti konstantni hodnotu, <ft2(r) = o'rB· 

3. Soucet obvodoveho a radialniho napeti je vzdy pro danou vrstvu konstantnf,
nezavisly na r. 

4. Osove napeti je v kazde vrstve konstantni, nezavisle na r.
5. Vsechna napeti jsou pfimo umerna rozdilu soucinitelu delkovych teplotnfch

roztaznosti obou vrstev (a:1 - a:2) a teplotnimu intervalu (To - T), behem nehoz 
se tvofi. 

6. Ve vrstve s vetsim soucinitelem teplotnf roztaznosti je pfi (To - T) > O
obvodove i osove napeti vzdy tahove. Ve vrstve s mensi roztaznostf jsou tato napetf 
vzdy tlakova. Radialnf napeti V obou vrstvach (i na stycne plose) ma vzdy stejne 
znamenko jako obvodove napeti ve vnitfni vrstve. 

*) Na rozdil od prace [l] zde index 1,2 nerozlisuje povrchovou vrstvu a zaklad, ale vnejsf 
a vnitl'nf vrstvu. 
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7. Vsechna napeti jsou tim vetsi, cim vetsi je modul pruznosti jakekoliv z vrstev
(zavislost vsak neni linearni). Rovnez jsou tim vetsi, cim vetsi je Poissonovo cislo. 
s ohledem na mozne rozmezi µ je tento vliv pomerne maly. 

8. Velmi vyznamny je vliv tloustek a krivosti obou vrstev. Pfitom napeti vy
vyvolana rozdily teplotnich roztaznosti nezavisi na samotne tloustce nektere z vrstev, 
ale na vzajemnem pomeru tloustky obou vrstev a soucasne na pomeru tloustky 
kterekoliv z vrstev k polomeru stycne plochy, popf. na pomeru tloustky kazde z vrstev 
k polomeru stycne plochy (resp. k jinemu charakteristickemu polomeru). *) 

1,0 

13" E1/E2 = 1 h2/b 

a) 0, 5 JJ = 0, 25 10 
0,6 
0,4 

0 

0,2 
0,1 

163 162 10-1 1 10 10" 
h1/b 

Obr. 3. Naplti v dvouvratvem valci vyvolana rozdily teplotnich roztaznoati - zavislost na pomlru 
tlousfky vnlj§i a vnitfni vrstvy k polomlru stycne plochy pfi E, = E,, µ, = µ,. a* - redu
kovane napltf,; pro skutecne naplti plati a = a*(at:1 - at:2) (To - T) Ei/(1 - µ). E - modul pruz
nosti v tahu, µ - Poissonovo cUJlo, h - tlouaika vrstvy, b - polomer stycne plochy. Index 1, 2 

oznacuje vnlj§i, resp. vnitfni vrstvu. 

a) - prilheh redukovaneho radialniho naplti a�B ve stycne plo§e obou vrstev,
b) - priweh redukovanych obvodovych naplti a; ve vrstvl 1 a 2. - .. - .. - •. -h/b = 0,001,

h/b = 0,01, - - - - h/b ;= 0,1, - - - - - - - - -- - - h/b = 0,4, - . - • - • -
- . - . h/b = 1,0. PUJmena oznacuji misto, ve kterem pitsobi jednotliva naplti: 

.A - vnlj§i povrch vrstvy 1, B - stycna plocha vrstvy 1 a 2, C - vnitfni povrch vrstvy 2. Pfi
h2/b = 0,001 a 0,01 jsou naplti a11 a a12 v cele vrstvl prakticky konstantni, pfi �/b = 1 odpovida 
a12c naplti na vnitfnim povrchu duteho valce s otvorem o ,,nulovem" polomeru; pro plny valec plati 

Gt2c = GrB (viz obr. 3a). Pfi E1 = E2 plat!, Ga1 = Gt1A, Ga2 = Gt2C• 

*) Oba zpusoby vyjadfenl jsou ekvivalentnf; viz vztahy (34). 
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9. Radialnf napeti obecne rostou s tloustkou jakekoliv z vrstev. Neni nutno je
uvazovat, plati-li pro relativnf tloustku libovolne z vrstev h/b ;;i 0,05, nebo je-li 
splneno soucasne h1/b ;;i 0,1 a h2/b ;;i 0,1. V uvedenych pnpadech je dale osove na
peti pfiblizne stejne velke jako obvodove napetf V teze vrstve a konstantnf napfic 
vrstvou, a lze je pocitat podle vzorcu pro dvouvrstve desky bez moznosti prohnuti 
(viz napf. [l]). 

1,0 

o" 
J.J = q25 

h2/ b = 1

0,5 

0 

-0,5

-1,0 

103 162 161

Obr. 4. N apeti v povlaku na plnem valci vyvolana rozdily teplotnich roztaznosti - zavislost na pomeru 
tlous(ky povlaku k polomeru stycne plochy a na pomeru modulu pruznosti povlaku a zakladu. 
a* - redukovane napeti; pro skutecne napeti plati a = a*(oi, - oi2) (To - 1') E,/(1 - µ).
E - modul pruznosti, µ - Poissonovo cislo, h - tlou§(ka vrstvy, b - polomer stycne plochy. 
Index 1, 2 oznacuje vnej§i, resp. vnitfni vrstvu; a;B - radialni napeti ve stycne plo§e, a;, .. , 
a;lB - obvodove napeti na vnej§im povrchu povlaku a V miste stycne plochy. Osove napeti <1at ma 
velmi blizke hodnoty k obvodovemu napeti <1t1A, pficemz plati: pfi E1 > E2 je <1at > tIA, pfi E, < E2

je <1a1 < <1tIA, pfi E, = E2 je <1a1 = O"ttA• 

10. Pro relativnf tlousfky h1/b > 0,1 a h2/b > 0,1 radialnf napeti rychle stoupa
a je nutno je uvazovat. Rovnez je tfeba respektovat hyperbolicke rozlozeni obvodo
vych napeti a uzivat k vypoctu pfesnejsich vztahu (19)-(30). Pro h1/b > 1 se rust 
radialnfch napeti zmirnuje a pro h1/b = 10 jiz prakticky dosahlo <1rB ave maxima}ni 
mozne hodnoty. Ta je tim vetsi, cim vetsi je tlousfka vnitfniho valce, resp. vrstvy; 
prakticky se vsak tato tlousfka uplati'mje pouze pro h2/b < 0,8. 

ll. S rostoucf t}ousfkou urcite vrstvy klesa obvodove i OSOVe napetf V teto
vrstve a ve druhe vrstve naopak roste. Tento vyvoj probiha prakticky opet pouze 
pro h1/b ;;i 10, pokud (pfi tencich vrstvach) nedosahlo pfislusne napeti sve mezni 
hodnoty (tj. maximalni nebo nulove) jiz drive. 

12. Maximalnich hodnot nabyva osove i obvodove napeti v povrchove vrstve
pfi zanedbatelne tlousfce teto vrstvy ve srovnani s tlousfkou zakladu, pficemz 
pro vrstvu na vnejsim povrchu plati 

<1ti max = <1a1 max = <11 max, <1rB = 0, (35) 

kde <11 max je dano vztahem (32). Maximalni hodnoty pro tenkou vrstvu na vnitfnim 
povrchu duteho valce dostaneme zamenou indexu 1 a 2. 
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13. Maximalni hodnota, ktere muze dosahnout radialnf napeti <1rB ve stycne
plolie je podle (29) pro a � b, c = 0: 

1-µ 
OrB max = - l + e(l + µ 

_ 2µ2)/(l + µ) <11max,

pficemz zaroveii podle (24), (25), (27) a (29) plati 

<1t2B = -<1e1B = <1rB max, 
<1ai = 0, <1a2 = <1rB max(l 

+ e)/e.

(36) 

(37) 

Pro stfedni hodnotu Poissonova cisla keramickych materialu a skel µ = 0,25 je
<1rBmax = 0,75 <11max/(l 

+ 0,9e). Na pfiklad pro e = E1/E2 = 1 muze radialni napeti
Ve stycne plose <1rB dosahnout az 40% hodnoty <11max apod. 

Koule  

Prubeh radialnich a obvodovych napeti v jednotlivych vrstvach je  dan obecne 
vztahy (7)-(9)*), pficemz pro radialni napeti plati okrajove podminky 

O'r1(r = a) = 0, 

O'r2(r = c) = 0, 

O'ri(r = b) = O'r2(r = b) = O'rB· 

Obe spojene vrstvy musf mit dale stejne zvetlieni polomeru stycne plochy, 

u1(r = b) = Ui(r = b). 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

Otyri podmfnky (38)-(41) rozepsane s uzitim vztahu (7)-(10) tvoff soustavu 
ctyf, resp. tfi linearnich rovnic O tfech neznamych: <1rB, <1tlB, <1t2B· Po provedeni 
fatly uprav zfskame nasledujfof vztah pro O'rB: 

2(«1 - «2) (To - T) (42) O'rB = 
- 1 qi}+ 2 + µ1(qi}- 4) 1 qi!+ 2 + µ2(<p!- 4) ' 

E1 

. <pf - 1 + 
E2 

. 1 - qi!

pficemz jako drive znaci <p1 = a/b, <p2 = c/b. Dosadime-li do (7)-(9) napetf O'rB 
Z (42) a polozfme-li dale <1rA = 0, O'rc = 0, muzeme urcit radialni a obvodove napetf
V libovolnem miste. Opet vsak postaci, budeme-li znat <1rB a obvodova napeti O'tiA' 
aun, O't2B, O't2c. Pro tato napeti plat:( 

*) Pla.tf/; = J; = O. 

148 

3 
O't1A = - 2(<p}- l) O'rB, 

2 + <pf 
<1t1B = - 2(<p}- l) O'rB, 

2 + <p� 
O't2B = 2(l _ <p�) O'rB, 

3 
O't2C = 2(l _ <p�) O'rB 

• 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 
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POZNAMKA. Je-li vnitfni koule plna, plati 

o'r2(r) = o't2(r) = o'rB = konst. (47) 

Prubeh radialnich i obvodovych napeti ve dvouvrstve kouli, vyvolanych rozdily 
teplotnich roztaznosti obou vrstev je obecne podobny jako prubeh odpovidajfoich 
napeti ve dvouvrstvem valci a plati pro nej obr. 2a. Pro zfskani kvantitativni pfed
stavy byla propocitana bezrozmerna napeti a:B , o't�.A , o'ilB , at2B , at2c ( definovana 
opet vztahem (31) pro ruzne kombinace tloustky povrchove vrstvy, zakladu a po
lomeru stycne plochy, a to pro ruzne pomery modulu pruznosti Eif E2 a pri µ1 = µ2. 

z vypoctu vyplynulo, ze obecne zakonitosti (vliv tloustky a ktivosti jednotlivych 
vrstev, vliv modulu pruznosti atd.) jsou stejne jako u valce s povrchovou vrstvou; 
pouze ciselne hodnoty se ponekud lisi. u koule nepusobi osove napeti, ale jenom napeti 
obvodova a radialni. Zaktiveni ve dvou smerech ma za nasledek, ze pfi jinak stejnych 
pomerech (rp, IX, E, ... ) budou radialni napeti V kouli O neco vyssi nez ve valci, ob
vodova napeti budou naopak o neco mensi. (Z techto duvodu zde ani neuvadfme 
samostatny obrazek, s tfm. ze pro pfedstavu staci obr. 3. 4.) Rovnez plati, ze asi do 
pomeru h/b � 0,1 lze vliv zakfiveni i radialni napeti zanedbat a pro vypocet obvodo
vych napeti uzit stejnych vztahu jako pro vrstvu na rovne desce bez moznosti pro
hnuti [l]. Pro velmi tenkou desku plati 

o't1max = o'tmax, o'rB = 0, (48) 

kde 0'1 max je dano vztahem (32). Radialni napeti o'rB ve stycne plose dosahuje 
maximalni hodnoty o'rB max jiz pro h1/b � 5. V extremnim pfipade, pfi a � b, 
C = 0, je 

pficemz plati 

1-µ 
<1rB max = - 0,5 + e(l _ 2µ) o'1 max,

<1t2B = -2<1t1B = o'rBmax 

(49) 

(50) 

NAPETf ZPUSOBENA NEHOMOGENNfl\I ROZL02ENfM TEPLOT 

Pfikladem je stena oddelujici dve prostfedi o ruznych teplotach nebo povrchova 
vrstva na masivnim telese sloziteho tvaru, ktere je vystavovano zmenam teploty. 

Vychodiskem pro stanoveni napeti je znalost rozlozeni teplot. Pokud je tloustka 
steny, resp. vrstvy mala ve srovnani s polomerem kfivosti stfedni plochy, je rozlozeni 
teplot i rozlozeni a velikost napeti podobne jako u rovne desky bez moznosti 
volneho prohnuti a plati vse, co bylo feceno V praci [l]. 

U sten relativne tlustych (vzhledem k polomeru ktivosti) se projevi odchylky 
v rozlozeni teplot: pfi stacionarnim prostupu tepla valcovou stenou neni rozlozeni 
teplot naptic stenou linearni, ale logaritmicke; u koule se meni s 1/r [16]. Tomu 
odpovida i rozlozeni obvodovych a osovych napetf; navic se objevi i napeti radialni. 
Poznamenejme, ze vliv zaktiveni je nutno pri urcovani rozlozeni teplot respektovat 
pfiblizne pro h/b > 0,5; pfi urcovani napetf jiz pro h/b > 0,1 (podobne jako V pfed
chozim oddilu). 

Pfi vypoctu teplotnfoh napeti vychazime ze vztahu (1), (2), (4)-(6) u valce 
a (7), (8), (10) u koule.*) Postup feseni pro duty homogenni valec se stacionarnim 

*) Konstanty K, M, Ca funkce/,,/1 ,/a (popr.K', M',J: ,/;) se pro dane rozlozeni teplot urci 
z podmfnek rovnovahy sil. 
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rozlozenim teplot je napf. v [8], vysledne vztahy pro homogenni duty valec a kouli 
jsou v [9]. Dvouvrstve teleso fesime s uzitim principu superpozice v prvem kroku 
tak, jako kdyby se jednalo O dve samostatna telesa S pfislusnym rozlozenim teplot. 
K takto stanovenym napetim musime pficist napeti, ktera vzniknou, jestlize na 
stycnou plochu obou vrstev pfipojime radialni napeti (a u valcu navfo osove sily) 
takove velikosti, aby vysledna zmena stycneho polomeru (a delky u valcu) byla pro 
obe vrstvy stejna. 

NAPETf ZPUSOBENA VNITRNfM NEBO VNEJt3fM PRETLAKEM 

Ochranne vrstvy se casto uzivaji na valcovych nebo kulovych nadobach, popf. 
potrubfch vystavenych pusobeni tlaku pracovniho media na jeden nebo oba povrchy. 
u relativne tenkych vrstev je mozno vliv zakfiveni steny na rozlozeni napeti za
nedbat a urcovat napetf podle teorie tenkostennych nadob s respektovanim rozdil
nych elastickych vlastnosti zakladu a povrchove vrstvy (1, 17]. Je-li vsak vrstva
vzhledem k zak:fivenf povrchu relativne tlusta, je radialni napeti rozlozeno napfic
stenou nelinearne. Rovnez obvodove napeti neni konstantni, ale ma hyperbolicky
prubeh s maximalni hodnotou vzdy na vnitfnim povrchu pfislusne vrstvy (obr. 5).

0 - " 

a 

A ,-----,==-=--===i.-::-----, 

B 1-----lt:==r-::--�----t

C 1--�--.J==L....C=.--y--r---/ 

Obr. 5. Rozlozeni napeti v dvouvrstvem valci zatizenem vnitfnim pfetlakem (schematicky). Plati 
E, > E2. 

a) - pficny fez, b) - podelny fez. Obr. 5a plati i pro dvouvrstvou kouli.
a, - radi&ni napeti, <It - obvodove napeti, <Ia - osove napeti, p - tlak, E - modul pruznosti.

Index 1, 2 oznacuje vnejsi, resp. vnitfni vrstvu. 

Pro rozlozeni napeti ve valcove vrstve plati obecne vztahy (1)-(6), pro kulovou 
vrstvu plati (7)-(10). Velikost radialnfoh a obvodovych napeti v dvouvrstvem telese 
dostaneme, pfepfseme-li tyto vztahy pro kazdou z vrstev, zatizfme dale vnitfni, 
popf. vnejsi povrch prislusnym pfetlakem, a p:fipojfme-li navic ve stycne plose 
takove radialnf napetf <1rB, aby zmena polomeru teto plochy byla U obou vrstev 
stejna. u valcovych teles je soucasne nutno respektovat pusobeni osovych sil, a to 
jednak od vnejsiho, popf. vnitfniho pfetlaku V nadobe, jednak od snahy kazde 
z vrstev deformovat se v axialnim smeru jinym zpusobem. Podrobny postup pro 
dvouvrstvy valec je uveden napf. v [7, 8]. 

z uvedene teorie vyplyva, ze pfi zatizeni duteho valce nebo koule radialnim tlakem 
se uplatnuje jednak samotna tlous£ka steny (s rostouci tlous£kou napeti pfi danem 
tlaku obecne klesaji), jednak se uplatnuje pomer tlous£ky steny a jeji kfivosti, 
p:ficemz s rostoucfm pomerem h/rs roste nerovnome.rnost rozlozeni napeti napfic 
prufezu. Na pfiklad u homogenni valcove trouby O pomeru h/rs = 0,2 (kde Ts je 
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stfedni polomer steny) je skutecne napeti na vnitfnim povrchu o 1 o/o vyssi, nez by 
vyslo podle teorie tenkostennych nadob, pfi h/r8 = 0,5 je vyssi o 6%, pfi h/rs = 1 
je vyssi o 25 % atd. Tato cisla nam zaroven poskytuji pfedstavu o tom, kdy postaci 
zjednoduseny vypocet a kdy je nutno uzit pfesnejsi teorii. 

NAPETf ZPUSOBENA OHYBEM 

Chovani rovnych desek s povrchovou vrstvou pfi zatizeni ohybem bylo analyzo
vano V praci [l], pficemz odvozene vztahy plat{ i pro steny a skofepiny mirne zakfi
vene. Jestlize je ale tloustka steny, resp. povrchove vrstvy srovnatelna s polomerem 
kfivosti stycne plochy, potom ohybova napeti jiz nejsou rozlozena napnc prufezu 
linearne, ale hyperbolicky, s maximalnf hodnotou na vnitfnim povrchu (obr. 6). 
To je zpusobeno tim, ze relativni prodlouzeni V mistech blizsich vnitfnfmu povrchu 
(tj. O mensim polomeru kfivosti) je vetsipez V mistech vzdalenejsfoh. 

0 -- 0 

A 

B 1 
C -..,.;;2 ___ __,a:;;;;;,,,... __ ......,_� 

-t-

C 
b 

Obr. 6. Rozlozeni napeti vyvolanych ohybem v silne zakfivene dvouvratve desce (schematicky). Plati 
E1 < E2. 

a) - pfilny fez, b) - podelny fez.
Gt - obvodove napeti, Ga - osove napeti (pomerne male radi&ni napeti zde neni zakresleno), 
E - modul pruznosti, M - ohybovy moment. Index 1, 2 oznacuje vnej§i, resp. vnitfni vrstvu. 

Zjednodusena teorie ohybu silne zakfivenych desek (resp. prutu) je napf. v [5]• 
Vyplyva z ni mimo jine, ze pri h/r8 = 0,2 je skutecne napeti na vnitfnim povrchu 
homogenni desky O 6 % vetsi, nez by vyslo vypoctem podle teorie ohybu rovnych, 
resp. mirne zakrivenych desek, pfi h/r8 = 0,5 je vyssi o 21 %, pfi h/r8 = 1 je vyssi 
o 53 % a s  rostoucim pomerem h/r8 dale prudce narusta [5, 10]. Podobne jako u silno
stennych nadob zatizenych radialnim tlakem se tedy i zde uplatimje nejen samotna
tloustka steny (obecne ohybove napeti s rostouci tloustkou klesa), ale i pomer
tloustky vzhledem k polomeru kfivosti, pficemz tento vliv muze byt u silne zakfive
nych vrstev vyraznejsi nez vliv pouhe tloustky.

Pfi vetsich pomerech h/rs se dale objevuji radialni napeti (tahova, jestlize se 
ohybovy moment snazi zmensit kfivost), ktera dosahuji maxima pobliz stfedu tloust
ky (cele) steny a mohou se nebezpecne projevit i ve stycne plose zakladniho telesa 
a povlaku. Na pfiklad u homogenni desky pfi h/r8 = 0,67 cini o'rmax = 0,14 o'tmax, 
kde o'tmax je maximalni obvodove napeti na vnitfnfm povrchu, pfi h/rs = 1 je 
o'rmax = 0,19 o'tmax atd. Pfi relativne velkych zakfivenich je proto tfeba provadet 
vypocty podle pfesnejsi teorie, ktera radialni napeti respektuje [6]. 
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Vypocty napeti v ohnutych deskach s ochrannou povrchovou vrstvou jsou po
merne snadne pfi pouziti zjednodullene teorie ohybu silne zaktivenych prutu [5, 10]. 
V tomto ptipade je mozno uzft vzorce odvozene pro homogennf teleso s tim, ze pti 
vypoctu prufezovych charakteristik dosadime u povrchove vrstvy redukovanou 
sitku, *) kterou zfskame tak, ze puvodni llitku pfenasobime pomerem modulu pruznosti 
obou vrstev. Krome toho je nutno delenim vypocitanych napeti clenem (1- µ2) 
respektovat relativne velkou sitku desky, resp. vrstvy. Dusledkem velke sitky je 
i vznik napeti <1a = µ . <ft ve smeru osovem, resp. kolmem na napetf obvodova <1t.

s ohledem na to, ze maximalni obvodove napeti pusobi na povrchu blizsim stfodu 
kfivosti, a ze je tim vetsi, cim vetsi je pomer h/rs , lze ocekavat, ze pfi jinak stejnych 
podminkach (polomer stycne plochy, tlous£ka vrstvy, moduly pruznosti atd.) budou 
k praskani nachylnejsi vrstvy na vnittnich plochach nez na vnejsich. Neptiznivy 
vliv radialnich napeti se uplatni zejmena v ptipadech, kdy se ohybovy moment 
snazi zmensit ktivost desky s povrchovou vrstvou. 

POMERY NA HRANACH A V KOUTECH 

Uvedenou teorii napjatosti vrstev na valci nebo kouli lze v prvem ptiblizeni uzit 
i pro posouzeni chovani vrstev na hranach a v rozfch nebo v koutech. Je ovsem 
nutno ptihlizet k nasledujicim odchylkam a omezenim. �· 

Podobne rozlozenf napeti jako u valce, popf. koule bude jenom ve stfedni casti 
povlaku, ohranicene na obr. 7 carkovane. S ptiblizovanim k rovnym plocham se bude 
rozlozeni napeti blizit k rozlozeni odpovidajicimu tomuto ptipadu. K vantitativne 

a 

b 

b 

a b 

Obr. 7. P01.:lak na hranl (a) a v koutu (b). Pfl,cny fez, schematicky, zvetseno. Pferusoi-anymi carami 
je ohranicena oblaat, ve ktere je rozlozeni napeti V povlaku podobne jako U valce zatfzeneho rotacne 

symetricky. Oznaceni vrstev a polomeru ie stejne jako na obr. 1. 

blizke hodnoty k hodnotam vypoctenym podle vzorcu uvedenych v teto praci lze 
navic ocekavat jen u ochrannych povlaku, u kterych volny povrch a stycna plocha 
se zakladnim telesem tvoti casti soustfednych valcu nebo kouli. Zatimco u vrstev 
na vypuklych plochach muze byt tato podminka splnena dost snadno (obr. 7a), 
u konkavnich ploch bude splnena jen pti relativne velkem polomeru stycne plochy
a tenkem povlaku (obr. 7b). V odlisnych ptipadech bude napjatost slozitejsi, i kdyz
jeji charakter bude obecne podobny.

Protoze zakladni teleso byva V oblasti hrany zpravidla masivni vuci povrchove 
vrstve, bude se ucinkem jejiho siloveho pusobeni (napf. pti rozdilnych teplotnfch 
roztaznostech) deformovat podstatne mene nez pouhy valec O stejnem polomeru jako 

*) Tloustky dosazujeme beze zmeny. 
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ma hrana. Napeti potom budou spise odpovidat pfipadu, jako kdyby zakladni teleso 
melo vetsi modul pruznosti nez ve skutecnosti. 

Bez ohledu na tyto odchylky plati, ze u ostrych hran dosahuji vnitfni napeti 
maximalnich moznych hodnot jiz pri pomerne malych tloustkach povlaku. Maji-li 
se tato napeti vyrazneji snizit, mel by polomer hran a rohu zakladniho telesa byt 
znacne vetsi nez tloustka povlaku. 

Pfedstavu O maximalnfm napetf V tenkych povlacich V mistech slozitejsich tvaro
vych zmen, jako jsou vruby, zarezy, zmeny tloustky apod., muzeme nekdy ziskat 
pomoci tzv. soucinitelu koncentrace napeti [5, 8]. U telesa z homogenniho materialu 
(bez povlaku, popf. pfi E1 = E2) staci pfenasobit jmenovite napeti timto soucinitelem, 
ktery pro dany tvar telesa a zpusob zatizeni nalezneme v tabulkach nebo grafech, 
viz napf. [5, 10]. Je-li na povrchu vrstva o jinem modulu pruznosti, je nutno vy
poctene napeti na povrchu pfenasobit jeste pomerem modulu pruznosti vrstvy 
a zakladniho telesa. Na pfiklad pro vrstvu oznacenou indexem 1 na zakladnim telese 2
se maximalni napeti vypocita podle vztahu 

(51) 

kde oc* je SOUcinitel koncentrace napeti a CT2.nom je jmenovite napeti V danem miste, 
stanovene pro soucast podle vzorce uvedeneho vzdy u pfislusneho grafu nebo tabulky 
pro urceni oc*. 

SHRNUTf 

Ochranne povlaky se vytvafeji nejen na plochach rovnych, ale i na plochach 
zakfivenych. Na rozlozeni a velikost napeti v tomto pfipade maji vliv nejen elasticke 
a tepelne vlastnosti a tlous£ky povrchove vrstvy a zakladu, ale ve znacne mire i jejich 
zakfiveni. 

V pfedlozene praci byla vysetfovana napjatost ve dvouvrstvych valcich a koulich 
z linearne elastickeho materialu, jez pfedstavuji zakladni pfipady. Byla uvazovana 
napeti vznikajici v dusledku rozdilnych teplotnich roztaznosti obou vrstev, dale pfi 
nerovnomernem rozlozeni teplot, pfi zatizeni radialnimi tlaky a pfi pusobeni ohybo
veho momentu. Mezi nejdulezitejsi poznatky patn: 

1. Pfi relativne tenkych povrchovych vrstvach (vzhledem k tlousfoe zakladu
a k po}omeru kfivosti) pusobi V povrchove vrstve obvodova a popf. OSOVa napeti, 
ktera jsou zde rovnomerne rozlozena a maji prakticky stejnou velikost jako u dvou
vrstvych desek bez moznosti prohnuti (jde-li o vnitfni pnuti vyvolana rodily teplot
nich roztaznosti), popf. jako u dvouvrstvych tenkych skofepin, jsou-li napeti vyvo
lana radialnimi tlaky nebo ohybem. Radialni napeti jsou vzhledem k obvodovym 
napetfm zanedbate}na, rovnez jsou zanedbate}na vnitfnf pnutf V zak}adnim telese. 
Vseobecne plati podobne zakonitosti jako u rovnych desek s povrchovymi vrstvami. 

2. Je-li pomer tloustky povrchove vrstvy a polomeru kfivosti stycne plochy
h/b vetsi nez 0,1, objevuji se radialni napeti. Obvodova napeti maji napfic vrstvou 
hyperbolicky prubeh s maximalni hodnotou vzdy na vnitfnim povrchu vrstvy, 
pficemz tato hodnota je vetsi nez u rovnych nebo malo zakfivenych desek a skorepin. 
K vypoctu je nutno uzit pfesnejsich vztahu respektujicich zakfiveni. 

3. Napeti zpusobena rozdily teplotnich roztaznosti nezavisi na absolutnich
tloustkach povrchove vrstvy a zakladu, ale pouze na jejich vzajemnem pomeru a na 
pomeru k polomeru stycne plochy (resp. k jinemu chrakteristickemu polomeru). 
8 rostouci tlous£kou povrchove vrstvy obvodove a OSOV0 napeti V teto vrstve klesa 
a v zakladnim telese naopak roste, radialni napeti v obou vrstvach roste. Tento vyvoj 
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pokracuje zhruba do h/b � 10, kdy jednotliva napeti dosahuji prakticky svych 
meznich hodnot (maximalnich nebo nuly), pokud jich nedosahla jiz drive, a dale 
se nemeni. 

4. Napeti vyvolana vnitfnim nebo vnejsim radialn:im tlakem nebo ohybovym
momentem zavisi jak na pomerech tloustek jednotlivych vrstev a polomeru kfivosti, 
tak i na absolutnich hodnotach tloustek, pficemz s rostoucimi tloustkami obecne 
klesaji. 

5. Pfi soucasnem pusoben:i vnitfn:ich pnut:i a vnejsich zat:izen:i lze vysledna na
pet:i urcit jako soucet hodnot odpovidajicich jednotlivym zpusobum zat:izen:i. 

Dals:i podrobnosti jsou uvedeny u jednotlivych pf:ipadu. S ohledem na pfijata 
zjednoduseni maj:i vypocty podle naznacenych postupu a vzorcu nekdy pouze 
orientacn:i hodnotu a obrazej:i pomery ve vrstvach na zakfivenych plochach spise 
kvalitativne. Pfedevs:im to plat:i pro hrany a kouty. K pfesnejs:imu urcen:i napet:i ve 
slozitejsich pf:ipadech jsou nutne dokonalejs:i, zejmena numericke vypocetn:i metody. 
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AHAJIII3 HA IIPHlliEHIIH B 3A II(lITHhIX IIOHPhITMH:X 
HA ll;lIJIIIH,Il,PliqEcHIIX II IIIAPOBhIX IIOBEPXHOCTHX 

H ay1tHo-uccJ1,eEJoeameJ1,bci;u1'1 uHcmumym nuUfeeou u xo11,oEJUJ1,bHoi1 mexHui;u, 

501 87 I'paEJelf KpaMee 

B pa6oTe npHBOAHTCH OCHOBHhle OTHOIDeHHH H CI10C06hl pacqeTa HanpmHeHHH B I(IIJIHHApax 
II mapax, COCTOHiqlIX II3 ABYX npoqno C08/.llIH8HHbIX :macTHqec1mx CJIOeB C pa3JIHqHbIMM 
CBOHCTBaMH. ,Il,aJiee cJiepyeT IIO/lp06Hoe pememrn HanpirnrnHHOCTH, Bbl3BaHHOH pa3Jill
qaJIMH KOaq>qJHII;II0HTOB TepMHqecKOro pacnmpeHHH rrpH Il3M0H0HHil T0M!Iep3Typhl, ll o6IqHH 
npueM rrpn neognopogHOM pacnpegeJiemu1 TeMrrepaTyp, npH narpyaKe BHyTpenneii: HJIH 
BHerrmeii: IIOBepXHOCTH pagHaJibHb!M gaBJI8Hil8M H rrpn Harpy3Ile Il3rH6aroiqHM MOMCHTOM. 
AHaJmay rrogBepraIOTClI pa3Hhle cpaKTOpbI. HpoMe aJiaCTilqecKHX mm T81IJIOBblX CBOHCTB 
geHCTBYIDT TOJIIqHHbl IIOBepXHOCTHOro CJIOH 11 OCHOBaHl1lI 11 RX IlCKpHBJI8HHe. Ilpn OTHOCH-
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TeJibHO He60JibillHX TOJIII(HHaX IIOKpbITll.ll h OTHOCII.TeJif.HO TOJIII(II.Hbl OCHOBaHHll II. paA11.yca 
KpHBll.3Hhl IIOBepXHOCTII. corrp1macaHll.l1 b ycJIOBII.H IIOA06m,1, KaK y pOBHbIX IIJIII.T II. TORKO
CTeHHhlX o6oJioqeK c noaepxHOCTHbIM CllOeM [1]. Ilp11. ycJIOBHJIX hfb > 0,1 KPOMe Toro 
IIOHBllHIOTCH paAHaJlbHhie HarrpmKeHII.H, pacrrpeAeiieHIIe OKPYJKHbIX HarrpJIJKeHII.H I IO
rrepeK CJIOH rrpno6peTaeT rHrrep6omi.treCKII.H xapaKTep H IIO3TOMY HYJKHO IIOJlb3OBaTbCH 
6onee TOqHI,!MII. pacqeTHbIMH q>OpMJllall.M. HarrpHlK0HII.JI, Bh!3BaBHbie paam1q11.JIMH K03q>q>ll.
:Qll.eRTOB TepM11.qecKoro pacm11.peHII.JI 33B11.CJIT TOJibKO OT OTHomeHml TOllll(II.H o6oux CllOeB 
K paA11.ycy HpHBH3HbI IIOBepXHOCTH conpmrncaBHJI. HanpHJKeHII.H, Bbl3BaHHhie BHemHeii 
HarpyaKOH 3aBHCHT KpOMe Toro OT a6cOJIIOTHOH TOJIII(IIHI,I IIOKpblTHll II. OCHOBHOro TeJia. 
B 3aKJIIOqea11.e pa60TI,l paccMaTpll.BaIOTCJI BO3MOJKHOCTH npnMeHeHll.ll AaHHOH Teop11.11. AJIH 
IIOKpb!Tll.ll Ha rpaHllX II B yr.:rnx. 

Puc. 1. Peyxc.aoiinbte 1.fu.aunop u map - o6uiuii euo; a - nonepe•moe ce11enue 1.fu.aunopoM 
u mapo.«, b - npooo.abnoe ce'l,enue 1.fu.au1topoM.

Puc. 2. Pacnpeoe.aem1e nanpn:HCenuii e oeyxc.aoiinoM 4u.aunope, BbUJeannbtx paa.au'iue,,.,, meM
nepamypnblx pacmupenuii e11,ympe11,ne20 u enem11,e20 c.aoee (cxe.«amu'l,ec,,:u); a - no
nepNHoe ce'l,e11,ue, b - npooo.ab11,oe ce'l,eHue. Pucy11,o,;, 2a cnpaeeo.aue mahc:HCe iJ.a11, 
oeyxc.aoii11,020 mapa: a, - paoua.abHoe nanpH:HCe11,ue, at - o,;,py:HC11,oe 11,anpH:HCenue, 
aa - oceeoe 11,anpn:HCe11,ue. 1111,iJe,;,c 1, 2 06oa11,a'l,aem e11,em11,uii u.au enympe11,Huii c.aoii. 

Puc. 3. H anpH:HCeHUH 6 oeyxc.aoiiHOM 1.fU.!iUHOpe, 6b!86llH,H,b!e paa,aU'l,UHMU meMnepamypHblX 
pacmupenuii - aaeucuMoCmb om om11,0111enun mo.aUfUHM enemneao u e11,ympeHne20 
c.ao.1i. ,;, paouycy noeepxnocmu conpu,,:acanun npu E1 = E2 , µ1 = µ2, a* - omnocu
me.abnoe nanpn:HCenue; O.aH oeiicmeume.abno20 nanpn:HCenu,11, cnpaeeo.aueo a = a* . 
. (a1 - a2) (To - T)Ei/(1 - µ). E - Mooy.ab ynpyaocmu, µ - ,;,oa1Jiffiu1.fueHm
llyaccona, a - ,,:oarfirfiu4uenm .auneiino20 pacmupenu,11,, h - mo.aUfUHa c.aon, b - pa
ouyc noeepxnocmu conpu,;,acanun. Hnoe,;,c 1, 2 o6oana'l.aem enemnuu u.au enympennuii
c.aoii; a) - omnocume.abnoe paoua.abnoe nanpn:HCenue a;8 e conpu,;,aca10Ufeuc,11, no
eepxnocmu o6oux c.aoee, b) - omnocume.ab1-we o,;,py:HC11,oe 11,anpn:HCenue a; e c.aoe
1 u :!. - . .  - . .  - . .  hfb = 0,001, ---- hfb = 0,01, - - - - hfb = 0,1,
hfb = 0,4, - .- .- .- .- h/b = 1,0. By,;,ebt 06oaHa'l.a10m Mecmo, e ·,wmopo.M oeiicmey10m
omoe.a1>Hbte nanpH:HCe11,un; A - e11,emHHH noeepx11,ocmb c.aon 1, B - noeepx11,ocmb
conpu,;,acaHUH c.ao.11 1 u 2, C - e11,ympen11,H,11, noeepx11,ocmb c.ao,11, 2. llpu h2/b = 0,001
u 0,01 nanpH:HCenuH a11 u at2 e 4e.aoM c.aoe npa,;,mu'l,ec,;,u nocmoHHHbt, npu h2/b = 1
omee'l.aem at2c Hanpn:HCeHu10 11,a e11,ympeH1-teii noeepx11,ocmu no.ao20 1.fU.aunopa c om
eepcmueM ,,ny.aeeoao" paouyca; iJ.aH no.anoao 4u.ttunopa cnpaeeo,11,ueo a12c = a,B
(c.«. puc. 3a). llpu E1 = E2 oeiicmeyem aa1 = aiu, aa2 = a12c-

Puc. 4. H anpn:HCeHuH e no1.pbimuu 11,a no,11,11,oM 4u,11,u11,iJpe, ebiaeannbie paa,11,u'l,Ull,MU meMnepa
mypnbix pacmupe11,uii - aaeucuMocmb om om11,0111enuH moAUfUHbt no,;,pbtmun ,,: pa
ouycy noeepxnocmu conpu,,:acaHUH u om omno111e11,u11, MoiJy,11,eii ynpy20cmu no,;,pbimuH 
u ocHoebi_: a* - omnocume.11,bnoe Hanpn:HCe11,ue; 0.11,H oeiicmeume.11,bno20 nanpH:HCenuH
cnpaeeiJ.11,ueo a= a*(a, - a2) (To - T)Ei/(1 - µ). E - MoiJy.11,b ynpy2ocmu, µ -

- ,;,oarfi<fiu4uenm llyaccona, h - m0,;1,Ufuna c.11,0.<i., b - paouyc noeepxHocmu conpu
,;,acanuH. Hnoe,;,c 1,2 o6oana'l,aem enemnee u,iu enympen11,e no1,pb1mue: a,8 - pa
oua.ibnoe HanpH:HCeHue e noeepxnocmu conpu1,aca11,uH, a;IA, a;lB -- 01,pyJicnoe nanp.1i
:HCenue na enem11,eii noeepxnocmu no1.pMmuH u e .11,ecme noeepx11,ocmu conpu1,aca11,ux. 
Oceeoe nanpR:HCenue aa, UMeem 6.11,ua1,ue ee.11,u'I.UHbl ,. 01,py:HCHOMY 11,anp.1iJ1CeH,U1-0 atu, 
npu1teM oeiicmeyem: npu E1 > E2 aa1 > anA, npu E1 < E2 aa, < at iA, npu 
E1 = E2 aa1 = at1A-

Puc. 5. Pacnpeoe.ieH,ue H,anp.1iJ1CeH,uu e oeyxc.11,oiiHoM 4u.riuHOpl', H,a2pyJ1CeH,H,OM eH,ympeH,H,u.11, 
ow,.11,enue.11, (cxe.11,amu'iec1,u). Cnpaeeo.iueo E, < E2 ; a) - nonepe'iH,Oe ce'ieH,ue, 
b) - npooo.11,bH,oe ce1teH,ue. Puc. ,5a cnpaeeo.11,ue ma1.J1Ce i).,1,.,i oeyxc.11,oii1to20 wapa;
a, - paoua.11,b11,oe nanp.1iJ1Cenue, a1 - o,;,pyJ1Cnoe nanp.1iJ1CeH,ue, aa - uceeoe H,anp.1iJ1Ce
nue, p - oae.11,enue, E - Mooy.11,b ynpy2ocmu. Hnoe1.c 1, 2 06oa1w'iaem eH,eumuu u.11,u 
BH,ympeHH,UH c.11,oii. 

Puc. 6. Pacnpeoe.11,e11,ue 11,anp.1i:>tcenuii, ebraeaHH,b!X ua2u60.11, e cu.11,b11,o uc1.pue.11,e11,H,oii, oeyxc.11oii-
11,oii n.11,ume (cxe.uamu'iec1.u). Cnpaeeo.11,ueo E1 < E2 ; a) - nonepe'l,H,Oe ce<teH,ue, 
b) - npooo,11,bHoe ce'ieH,ue, ai - 01,py:HC1we Hanp,11,J1CeH,ue, aa - uceeoe H,anp.1i:HCeH,ue (om
H,OCume.11,bHO H,e60.11,bmoe paoua.ibnoe Hanpn:HCeHue H,a pucyH,,,:e H,e uav6pa:HCeH,o),
E - .«oiJy.11,b ynpyaocmu, M - MOMeHm ua2u6a. 'lepea 1 u 2 06oaH,a1teHbt 6He111mtii
u enympeH,H,UH c.11,ou.
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P11c. 7. llot.pbimue I1a cpa1-tu (a) u e ye,iy (b). IIonepe<iHoe ce<ie1-tue, cxe.uamu<ieCKu, yee.l!U<ie1-to. 
f/epea Ufmpuxoebte .'£U1-tuu oapa1-tu<ie1-ta 06.l!aCmb, e KomopoPI pacnpe&e.!!er-tue 1-tanpR
JtceHU.'£ e noKpbimuu no8o6Ho KaK y lfU.iu1-t8pa cu.u.uempU<iH0 1-1a2pyJ1CeHHoao. O60-
aI-1a'ie1-tue c-ioee u pa&uycoe coc.l!ac1-10 puc. J. 

ANALYSIS OF STRESSES IN PROTECTIVE COATINGS 

ON CYLINDRICAL AND SPHERICAL SURFACES 

,Jaroslav Mencik 

Re,1;earch Institute of Foodstuff and Refrigeration Technology, 501 87 Hradec Kralove 

An aeeount is given of the basic relationships and stress calculation procedures for cylinders 
and spheres consi�ting of two firmly joined elastie layers with different properties. Then 
follows a detailed solution of the state of stress due to .diferences in thermal ex
pansion during a change in temperature, ancl a general procedure to be employed in 
the case of inhomogeneous temperature distribution, in that of stressing the inner or outer 
surface by a radial load, and in that of loading by a bending moment. The effect of various factors 
is analyzed. Besides elastic and thermal properties, a significant part is played by the thickness 
of the surface layer and that of the substrate, and by the curvature. With relatively small coating 
thickness h compared with the substrate thickness and the radius b of the interface, the conditions 
are similar to those of plates and thin-walled shells with a surface layer [l]. At h/b ratios > 0.1, 
there appear additional radial stresses, the distribution of hoop stresses acquires a hyperbolic 
course and more precise formulas must be employed. The stresses due to differences in thermal 
expansion depend only on the thickness ratio of the two layers to the curvature radius of the 
contact area. The stresses developed by external load also depend on the absolute thickness 
of the coating and the substrate. A discussion of the possible application of the suggested theory 
to coatings on edges and in eorners is presented in the conclusion. 

Fig. 1. Tu·o-layer cylinder and sphere - general layout. a - tra=erse sectional view of the cylinder 
and the sphere, b - longitudinal sectional view of the cylinder. 

Fig. 2. Stress distribution in a two-layer cylinder due to difference in thermal expan.�ion coefficient 
of the inner and the outer layer (schematic diagram). a - transverse sectional view, b - longi
tudinal sectional view. Fig. 2 also applies to two-layer spheres. 
ar - radial stress, Gt - hoop stress, a8 - axial stress. The 1,2 subscripts designate the outer 
and inner layer respecti�•ely. 

Fig. 3. Stress in two-layer cylinder due to difference in thermal expansion-dependence on thickness 
ratio of the outer and inner layer to the interface radius at E, = E2 , p.1 = p.2• 
a* - dimensionless stress;for actual stress it holds that a = a*(o:, - o:2) (To - :I') E1/(l -
- /J,). E - modulus of elasticity, ft = Poisson 's number o: - coefficient of thermal expan
sion, h - layer thicknes.s, b - radius of the interface. Subscripts 1, 2 designate the outer nad 
inner layer respectfrdy. a) - course of dimensionless radial stress a;8 in the contact area 
of the two layers. 
b) - course of dimensionless hoop stress a; in layer 1 and 2. - .. - .. - h/b = 0.001, 
--- - h/b = 0.01, - - - - h/b = 0.1, ......••. h/b = 0.4, - . - . - h/b = 1.0
The letters indicate the points where the individual stresses act: A - outer surface of layer
1, B - interface betueen layers 1 and 2, C - inner surface of layer 2. At h2/b = 0.001 
and 0.01, the stresses a11 anda12 are practi'cally constant throughout the layer, at h2/b = 1, 
a12r corresponds to the stress on the inner surface of a hollow cylinder with a cam:ty of 'zero'
radius; for a full cylinder it holds that a12c = arB (cf. Fig. Ja). At E1 = E2 it holds that 
Ga1 = GttA, Ga2 = Gt2C•

Fig. 4. Stress in a coating on a full cylinder due to differences in thermal expansion - dependence 
on the ratio of coating thickness to the interface radius and on the ratio of the elasticity moduli 
of the coating and the substrate. a* - dimensionles,q stress; for actual stress it holds that 
a = a*(o: 1 - oi:2) (To - T) Ei/(1 - µ). E - modulus of ela.Bticity, ft - Poi,wwn's number, 
h = layer thickness, b - radius of interface. Subscripts 1, 2 designate the outer and inner 
layer respectit-ely. 
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a;8 - radial stress in the contact area, a;IA , a;,8 - hoop stress on the outer coating surface 
and at the contact area. Axial stress a81 has values 1:ery close to hoop stress GtiA, values very 
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close to hoop stress <1ttA, while it holds that: at E1 > E2, <1a1 > <1ttA, at E, < E2, aa, < <1ttA, 
at E, = E2, aa, = <1tlA• 

Fig. 5. Stress distribution in a two-layer cylinder loaded by internal pressure (schematic diagram). 
It holds that E, > E2. 
a) - transverse sectional view, b) - longitudinal sectional view. Fig. 5a also holds for a two
·layer sphere. 
a, - radial stress, a1 - hoop stress, aa - axial stress, p - pressure, E - modulus of 
elasticity. The 1, 2 subscripts designate the outer and inru1r layer respectively. 

Fig. 6. Distribution of stress due to bending in a strongly curved two-layer plate (schematic diagram). 
It holds that E1 < E2, 
a) - transverse sectional view, b) - longitudinal sectional view.
a1 - hoop stress, aa - axial stress (the relatively small radial stress is not indicated in the Fig.),
E - modulus of elasticity, M - bending moment. The 1, 2 subscripts designate the outer
and inner layer respectively.

Fig. 7. Coating on an edge (a) and in a corne,· (b). 
Schematic transverse sectional view, magnified. The dashed lines border the region where the 
stress distribution in the coating is similar to that in a cylinder loaded axially and symmetrically. 
The designation of layers and radii is the same as in Fig. 1. 

INORGANIC SOLID FLUORIDES, CHEMISTRY AND PHYSICS (Anorganicke 
pevne fluoridy. Chemie a fyzika). Redakce: Paul Hagenmiiller. 628 str. vc. obr. Academic Press. 
INC., New York 1985, cena 112 dol. 

V poslednfch 10 letech se zacalo vyuzfvat pevnych fluoridu jako konstrukcnich materialu 
v mnoha technickych odvetvich. Pficinou jsou jejich vyjimecne opticke, elektricke, magneticke 
a chemicke vlastnosti. Dnes je chemie fluoridu v popl'edi zajmu chemiku, kterf hledajf nove zpu
soby prlpravy, a taka fyziku, ktefi hledaji nova technicky vyuzitelne vlastnosti fluoridu. Kniha je 
prvou monogram o tato tomatice a obsahuje 21 kapitol, ktere napsali vynikaj!ci pracovnfci z roz
manitych oboru. Jak je zfejme z nazvu kapitol, ktere dale uvadim, podava kniha znamenity 
pfehled o chemii, fyzikalne chemickych vlastnostech a technickem vyuziti fluoridu: 
1. Uvod do problematiky, 2. Preparativnf metody, 3. Krystalochemie fluoridu, 4. Krystalochemie
oxifluoridu pl'echodovych prvku, 5. Poruchy v pevnych fluoridech, 6. Oxidacni stavy v chemii
fluoru, 7. Fiuoridova skla, 8. Fluorove interkalacni slouceniny grafitu, 9. Fero- a ferimagnetismus
ve fluoridech, 10. Spinove interakce a poruchove efekty ve fluoridech, 11. Elektronova vodivost
:fl.uoridu, 12. Fluorid:>ve ionty v iontovych vodicich, 13. Nelinearni vlastnosti fluoridu (piezo- a
pyroelektricke, feroelektricke a feroelasticke vlastnosti), 14. Opticke vlastnosti fluoridu, 15. Fluo
ridy pro elektrochromnf zal'izeni, 16. Nuklearni magneticka rezonance fluoridu, 17. Mossbauerova 
spektroskopie fluoridovych sloucenin, 18. Lokalni a kooperativnf efekty v elektronove para
magneticke rezonancni spektroskopii fluoridu pfechodovych kovu, 19. Fluoridova chemie a bio
mineralizace, 20. Fluoridova chemie a energie, 21. Prumyslove vyuzitf anorganickych fluoridu.

Knihu pfivitajf nejen ti, kdo se oborem chemie fluoru zabyvajf, ale i ti, kdo se jim zabyvat 
hodlajf. Obema pl'inese dokonaly pfehled soucasneho stavu teto vednf oblasti. 

�atava 

KYSLfKOVY ANALYZATOR Land 02 Analyzer firmy Land Combustion je urceny 
na monitorovanie obsahu kyslika v pecnych spalinach. Zariadenie pozostava z dvoch castf -
zo sondy s detektorom, ktora sa umiestnuje priamo do horucich spalin, a z mikroprocesorovo 
riadenej vyhodnocovacej a zobrazovacej jednotky. Vylucenie vzorkovania umoznuje priebezne 
monitorovanie obsahu 02 v spalinach s teplotou do 700 °C. Sonda vyuzfva prirodzenu konvekciu 
spalin, nevyzaduje preto dodatocne potrubia a cerpadla. V pripade, ze okolita atmosfera nie je 
cista, alebo obsahuje premenlive mnozstvo kyslika, mozno pouzit dodatocny prfvod referencnej 
atmosfePy. Digitalna vystupna jednotka zobrazuje obsahy 02 a teploty. Vstavana automaticka 
ochrana upozornuje operatora na havarijne situacie, napr. na zlyhanie detektora, kolisanie 
teploty, zlyhanie anal6govych okruhov a abnormalne kalibracne hodnoty. 
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