
Silikaty 32, s. 125-138 11988) 

LOMOVA HOU2EVNATOST KERAMICKYCH MATERIALlJ

NUME RICKA K-KALIBRACE OHYBOVEHO VZORKU 

S SEVRONOVYM ZAREZEM 

J.AROSLAVA ZEMANKOVA, JAROSLAV JocH*, JOSEF K.AzDA 

Ustav pro vyzkum motorovych vozidel, Lilwvarska 12, 180 68 Praha 9 

*) Statni vyzkumny ustav pro stavbu stroju, 250 97 Praha 9-Blchovice 

Doslo 16.7.1987 

Nevyhodou metody urcovani lomove houzevnatosti, ktera uziva vzorek se 
sevronovym zMezem, je neznalost pfesne K-kalibracnifunkce faktoru intenziJ,y 
napeti pro trhlinu vznikajici v zafezu vzorku pfi namahani ohybem. Tato 

funkce se dosud nahrazovala aproximacemi z pfibliznych analytickych feseni. 
V clanku je zpracovano trojrozmlrne numericke feseni metodou konecnych 
prvku, ktere ukazuje, ze vsoobecnl uzivana pfiblizna fe.§eni mohou davat zdanlivl 
vy§§i hodnoty lomove houzevnatosti kfehkych materialu. Odli§na dilka trhliny, 
pfi niz dochazi podle jednotlivych feaeni k pfechodu od stabilniho k nestabilnimu 
aifeni trhliny, poskytuje moznost experimentalniho ovlfeni spravnosti i,ysled
ku numerickeho fe.§eni. 

PROBLEMATIKA URCOV ANf LO MOVE HOUZEVN A TOSTI 

KERAMICKYCH MATERIAL U 

Nove keramicke materialy, oznacovane take jako technologicky vyspela kera
mika, jsou v poslednich letech povazovany za perspektivni konstrukcni materia.ly 
predevsim v souvislosti s vyvojem novych generaci spalovacich motoru a turbin. 

Pri projektovani s temito materialy je nezbytne pine respektovat zvlastnosti 
jejich mechanickeho chovani, pfodevsim krehkost. Do vypoctu a odhadu spolehli
vosti, zivotnosti i unosnosti souMsti nevstupuji jiz jen parametry deformacni 
tahove krivky, jako je tomu u kovu, ale predevsim parametry lomove mechanicke. 
Patri mezi ne V prvni fade lomova houzevnatost K1c . Tato velicina tedy neslouzi 
pouze potrebam technologu jako ukazatel jakosti materialu, ale je zavaznou velicinou 
ridici zivotnost komponent, jejich casovy prubeh pevnosti apod. Velikost lomove 
houzevnatosti hraje roli i pri pseudonedestruktivnim zjistovani kvality vyrobenych 
soucasti, tzv. pretezovaci zkousce (proof-testu), pomoci niz lze u vyrobku, ktere 
prosly touto zkouskou, garantovat jejich minimalnf zivotnost [l, 2]. Z toho vseho 
vyplyva pro konstruktera nalehava potreba pfosneho urcovani teto veliciny. 

Jak jiz bylo receno, je keramika materialem temer idealne krehkym, ktery az do 
poruseni nevykazuje plasticke deformace. Z tohoto hlediska vyhovuje vsem pfod
pokladum teorie linearni lomove mechaniky lepe nez jine konstrukcni materialy 
a zdalo by se tedy, ze pro exaktni urcovani Kie lze pfovzit metody a zkusenosti z ob
lasti zkusebnictvi kovovych ci polymernich materialu. Existuji tri zavazne duvody, 
proc je tfoba u keramickych materialu pri vyvoji standardizovane zkousky pro urco
vani K1c hledat vlastni cestu: 

I. Obtize spojene s vyrobou iniciacni trhliny ve vzorku;
2. nezbytnost zkousek lomove houzevnatosti za vysokych teplot, kdy neni mozne

pouzit kovove prvky pro prenos vnejsich sil, nybrz jen keramicke, ktere vysokym 
teplotam odolavaji. Ty vsak zase nesnasejf tahove zatizeni, je proto treba takove 
usporadani zatezneho systemu, aby byly keramicke casti pro prenos sil namahany 
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V t}aku. Z toho vyp}yva ohybove zatezovanf v}astnfho zkusebnfho vzorku, zatfmco
u kovu a polymeru jde spise O zkousky pti tahovem nominalnim zatezovani [3, 4];

3. obtizna obrobitelnost keramickych materialu, jejiz nezbytnost vzdy zvysuje
cenu zkousky. To vede ke snaze vyhnout se tvarove slozitym vzorkum s otvory 
a zarezy, slouzfoimi jako koncentratory napeti, ktere napomahaji vzniku a vedeni 
ostre iniciacni trhliny, jak je to caste u jinych materialu [5]. 

Existence ostre realne trhliny je nutna, nelze ji nahrazovat zarezy ci vruby. To 
vyplyva z definice Krc jako kriticke hodnoty soucinitele intenzity napeti K I trhliny 
pfi stavu rovinne deformace. Soucinitel intenzity napeti je definicne spjat s polem 
napeti vykazujfoim singularitu typu r-112

• Jinymi slovy jen tarn, kde jsou slozky 
tenzoru napeti kolem korene defektu popsany relaci (napr. pti otvirani trhliny -
I. m6du) [7]

(1) 

(r, 0 jsou polarni soutadnice s pocatkem v koreni trhliny), muze K pine charakteri
zovat amplitudu neboli soucinitele intenzity tohoto pole napeti.

Je znamo, ze kolem zarezu a vrubu nevznika pole s touto singularitou a slozky
napeti nejsou umerne pouze K, ale i polomeru korene vrubu (! (obr. 1). Tak napr. pro 
h}uboky okrajovy vrub O po}omeru korene (! V poli nominalniho tahoveho napeti
je pro stabilitu rozhodujfoi slozka napeti <1yy dana [6]:

<l
yy(r, 0) = V!_ · (! • cos 0/2 + VKr . cos 0/2. (1 + sin 0/2 cos 30/2) (2)21tr312 2nr 

(zde je pocatek posunut do vrubu o e/2). 
Faktor intenzity napeti ve vztahu (1) i (2) lze vyjadfit 

Kr = <1 Vn a. Y(a/w), (3) 

kde a je charakteristicky rozmer trhliny ci defektu, W rozmer telesa V predpokladanem 
smeru sfreni poruseni 'y korekcni funkce, postihujici prerozdelenf siloveho toku 
v dusledku konkretni geometrie telesa a defektu. 
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Obr. 1. R<ndilny pruheh roilwdujwi slozky napeti V olcoU kofene vrubu a trhJiny. -- <11111 pro 
vrub; - - - <11111 pro trhlinu. 
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Je patrne, ze zatfmco U trhliny je rozhodujfcf slozka napetf V blfzkosti kofene 
umerna pouze K1 , (iii (0 = 0°) = 1), u vrubu se projevi i vliv tvaru. Odlisny cha
rakter prubehu teto slozky napeti se rovnez podilf na tom, ze na vzorcich se zafezy 
mefime pfi formalne stejnem postupu jako s trhlinou obvykle vyssi hodnoty ,,lomove 
houzevnatosti" [8-10], ktere pak nelze povazovat za materialove charakteristiky. 
J e proto zadouci vychazet z vysledku mefeni se skutecnymi trhlinami. 

Ty se vsak u keramickych materialu vyrabi velmi spatne V dusledku nfzkeho 
odporu materialu proti jejich sireni. Pokusy o vyrobu trhliny vtlacovanim klinu 
do zafezu (jako u plastu) byvaji malokdy uspesne, protoze sily potfebne pro vznik 
trhliny jsou pouze nepatrne nizsi nez ty, ktere zpusobuji u techto materialu s nfzkym 
odporem proti sifeni uplny dolom. Snahy o vytvofeni tlakovych oblasti pfed zafezem 
k zastaveni trhliny casto vedou k jejimu vychyleni ci vetveni, coz rovnez znehodnoti 
vzorek urceny k mefeni Kie - V pfipade, ze se zastaveni podafi a trhlina je pfima, 
jen tezko se urcuje jeji delka, jelikoz nelze na lomove plose odlisit iniciacni trhlinu 
od vlastni rychle faze lomu. 

Vyroba iniciacni trhliny pomoci teplotniho soku vykazuje vetsi uspesnost, avsak 
je nezbytne urcit velikost vznikajicich vnittnich pnuti nebo je zvlastnimi postupy 
eliminovat. 

u kovu vznika pfirozena trhlina ze zafezu pfi cyklickem zatezovani, takze pro
stfednictvim jejiho pomaleho unavoveho rustu lze ziskat iniciacni trhlinu potfebne 
delky. u keramiky je mozne vyuzit podobne metody pfi pusobeni koroze pod nape
tim. Vzorek se zafezem je umisten do korozniho media a zatizen tak, aby vznikajici 
pole napeti vytvafelo faktor intenzity napeti blizky Kie. Delku vznikajici iniciacni 
trhliny lze sledovat a fidit pomoci zmen poddajnosti vzorku. Tato metoda je vsak 
zdlouhava, koroze muze zmenit a ovlivnit vychozi vlastnosti materialu a nelze ji 
pouzit pro vsechny druhy novych keramickych materialu. 

Snad nejrozsifenejsim zpusobem vyroby iniciacni trhliny se stala metoda vtisku 
pomoci Vickersova ci Knoopova tvrdomeru nebo mikrotvrdomeru. Vznikajici 
trhliny mivaji polokruhovy ci poloelipticky tvar s rozmery a profily urcovanymi 
silami v indentoru. Jde tedy o vychozi trhlinu s komplikovanym celem, mnohdy 
0 dve ci vice trhlin V ruznych rovinach. Pole napjatosti na cele takoveho kompliko
vaneho defektu je slozite, pfifazeni charakterizujiciho soucinitele intenzity napeti 
obtizne a fakticky vazane na jine lomove mechanicke fenomenologicke modely. 
V praxi jde o vazbu ryze empirickou. Pfi vtisku navic vznikaji znacna rezidualni 
pnuti, vedouci ke zkresleni hodnot lomove houzevnatosti. Jejich vliv je nezbytne 
bud' vyloucit odstranenim povrchove vrstvy, vyzihanim, nebo zapocist odhadem 
jejich velikosti. Pfislusne korekcni vztahy vychazeji z analytickych ci numerickych 
vypoctu velikosti a vlivu plasticke z6ny pod indentorem na hnaci silu vznikajicich 
systemu trhlin [11-13]. V techto odhadech je zahrnut zavazny pfedpoklad, ze 
plasticka deformace probihajici pod vtlacovanym hrotem se deje pfi zachovani 
deformovaneho objemu, coz vylucuje moznost aplikace zaveru na materialy, u nichz 
V teto zone probiha napf. martenziticka fazova transformace ci vyrazna densifikace. 
I V tomto bode je obvykle nutne pro slozitost problematiky a obtizny popis mikro
strukturnich vlivu keramiky se uchylovat k empirickym relacim, davajicfm jen 
nepfesne vysledky, vhodne pro relativni porovnavani materialu. 

Dalsi komplikace do zkousek lomove houzevnatosti muze pfinaset vlastni typ 
vzorku a zpusob zatezovani (napf. slozity profil cela trhliny ve vodicim zafezu 
u jinak vyhodneho zatezovanf dvojitym krutem - DT testu) [5].
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VZORKY S t!EVRONOVYM VRUBEM 

z vyse uvedenych duvodu vyvolal znacnou pozornost navrh vzorku s sevronovym 
zafezem, ktery puvodne podal Barker [14] a ktery byl pozdeji ruzne modifikovan, 
aby vyhovoval pfedevfillII. keramickym materialum [15-19]. Jeho zakladnf podoby 
ilustruje obr. 2. ffiavnf vyhody tohoto vzorku odstranuji mnohe z vyse uvedenych 
problemu: Vzorek muze byt maly, vyroba levna, jelikoz nevyzaduje povrchove 
brousenf a lestenf; nenf zapotfebf umele vyrabet vychozi trhlinu, nebo£ ta vznika 
sama z vrcholu zafezu pomalym podkritickym rustem; neni zapotfebf zadneho mereni 
delky trhliny, nebo£ K1c se urcuje pouze z hodnoty maximalni sily pti zatezovanf; 
ohybove zatezovani vzorku s sevronovym zatezem nabizi moznost meteni za vyso
kych teplot. 

b 

c) 

Obr. 2. Ruzne rrwdifikace vzorku s .§evronovym zalezem; a) kratky prut; b) kratka tyc; 
c) pro ctyfbodovy ohyb. 

Teoreticka analyza podininek nestability vzniknuvsf trhliny vychazi z energeticke 
bilance zatezovaneho vzorku s trhlinou. Nech£ geometrie, ulozenf a zatizeni vzorku 
s sevronovym vrubem pti ctyfbodovem ohybu jsou dany obrazkem 2c. Zavadfme 
bezrozmerny popis tvaru zafezu a delky trhliny: 

128 

ao 
ixo=-, 

w 

a 
tX=-. 

w 
(4) 
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Delka cela trhliny b je 

Lomova houzevnatost keramickych materiaM, . . .

b=B a-ao
=B oc-ao

. 
a1 - ao oc1 - ao 

(5) 

Pri zatezovani vzorku linearne narusta sila a pruhyb az do okamziku, kdy se ve 
vrcholu vrubu iniciuje trhlina. Na krivce zatizenf-pruhyb (obr. 3) se v tomto oka
mziku objevi odklon od linearity v dusledku zmeny tuhosti (poddajnosti) vzorku. 
Pri odlehceni vzorku V bode A se sila vraci linearne k nule a vznikla plocha V zatez
nem diagramu predstavuje praci vnejsfch sil investovanou do nevratnych zmen 
ve vzorku. 
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Obr. 3. Schematicky prithe"h zavislosti sily P na priihybu y ohybaneho vzorlcu s sevronovym zafezem. 
C ... iniciace trhliny; I - oblast stabilniho rustu trhliny, II - oblast nestabilniho rustu trhliny. 

Dalsi narust trhliny o da vyzaduje postupne zvysovani sily pro tento pomaly 
podkriticky rust az do okamziku, kdy se trhlina rozbehne spontanne sama bez 
dalsiho rustu sily a dolomf vzorek. 

Hnaci sila trhliny G1 predstavuje energii, kterou mechanicka soustava teleso-
vnejsi sily uvolni, kdyz se plocha trhliny zvetsi O jednotku plochy: 

dL 1 
G1

=
- da ·T· (6) 

Zde L je potencialni energie deformovaneho systemu s trhlinou. V nasem pfipade 
k L prispiva predevsim energie deformacni U a prace vnejsich sil W:

L= U-W. (7) 

Z elasticke teorie ohybaneho nosniku lze energii deformacni vyjadrit pomoci pod
dajnosti vzorku C, coz je pruhyb vztazeny na jednotkovou silu: 

C = y/P, 

Potom 
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U = ( 1 /20) . y2 = 1 /2 . p2 . C.

dU/da = 1/2. P2
• dO/da,

(8) 

(9) 
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za ptedpokladu, ze pfi inkrementalnim narustu trhliny zustava sila konstantnf. Zezatezneho diagramu lze diferencial prace vnejsfoh sil vyjadtit 
dW = P. dy = P2• dC. (10)

Uprava a dosazeni vztahu (10), (9) do (7) a konecne (6) vede k vyjadfeni hnaci silytrhliny pro nas pfipad: 
P2 dC Gi = -2b . da-. (11)

Je}ikoz trhlina je V postupnem pohybu, je zfejme, ze pfi kazdem ,,pop-in" (pfuustku)musi hnaci sila alespon vyvazit odpor proti jejimu rustu, ktery material klade. Ten je urcovan kritickou hodnotou hnaci sily trhliny Gw, jez je materialovoucharakteristikou: 
neboli dO (P2/2b)--- = Gicda 

Z teorie linearni lomove mechaniky je znama vazba mezi Gica Krc:
G1c = Kic/E',

kde E' = E pro rovinnou napjatost, = E/(1 - v2) pro rovinnou deformaci.

(12) 

(13)

Zde E, Y jsou Younguv modul pruznosti v tahu a Poissonovo cislo. Zduraz:nujeme,ze vztah (12) pfedpoklada nezavislost G1c (Kie) na delce trhliny, tedy plochou R -kfivku materialu. Spojenim vztahu (12) a (13) lze ziskat vztah pro kriticky soucinitel intenzity napeti:
[ p2 dO ]1/2 

Kie = E' 2b da (14)
Vyloucenim b a zavedenim bezrozmernych delek pomocf relacf (4) a (5) je mozneposledni vztah pfepsat: 

[ E' 
Kie = P -2Bw .

Pfi rozmerove vhodnejsf uprave

IX1 -«o dC
] 

1/2 
IX-«o . doi: 

(15)

� P [ E' B a1 - «o . dC ] 112 = P . Y* K1c =
IBVw 2�. a-«o da BVw 

(16) 

lze na funkci Y* nahlizet jako na K-kalibracni funkci faktoru intenzity napetf:
Y* = [2_ E'B. 

dC_ � «1 - «<>]1/2_
2 fda IX-«o (17) 

Je ji mozne urcovat vypocetne z uplne analyzy stavu napetf na cele trhliny(numericky, experimentalne), nebo z mefeni zmen poddajnosti pfi pomalem sffenitrhliny (experimentalne). Rozvoj trhliny v sevronovem zafezu vede k tomu, ze pourcitou fazi sffeni je rychlost dodavani energie do kofene trhliny nizsf nezli rychlostspotfeby energie, proto se musf sila zvysovat. Od urciteho okamziku, charakterizovaneho maximalni silou Pmax na zatezne kfivce je tomu naopak a tfhlina pfechazf
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do nestabilniho sifeni (v kazdem oke.mziku je Gr > Grc). Tento okamzik je podle 
Irwinovy teorie R-krivky [7] definova.n jako hledana materialova lomova. houzevne.
tost. Vidime tedy, ze pfi ohybove zkousce na vzorku s sevronovym zafezem je mozne 
pri znalosti Pmax na zatezne krivce a zmeny tuhosti vzorku B dtSlkou trhliny urcit 
hodnotu Kie die vztahu (16), dosadime-li za P --r Pma.x. 

Ulohou zustava urcit prubeh funkce Y* V zavislosti na delce trhliny. Bylo ukazano 
[14], ze ta.to funkce je zavisla prakticky pouze na geometrii vzorku a vrubu, tudfz 
pri dane konfiguraci stejna pro vsechny materialy. 

Neexistuje bohuzel analyticke reseni faktoru intenzity napeti pro diskutova.nou 
konfiguraci trhliny V sevronovem zarezu. V literature se objevily dva zakla.dnf pn
stupy k ziskani aproximativniho feseni. V prvnim [15] (tzv. STOA model) se pred
pokladalo, ze poddajnost vzorku S trhlinou V zafezu bude pfiblizne stejna jako U VZOr
ku plneho obdelnikoveho prurezu s pnmou trhlinou stejne delky prochazejici celou 
tloustkou vzorku. Bluhm [16] pak navrhl dalsi priblizeni, v kterem rozdelil ohybovy 
vzorek na fadu podelnych fozu s pruchozimi trhlinami modelujicfmi zarez s trhlinou 
dane delky a pak spocetl poddajnost celeho vzoru jako soucet poddajnosti jednotli
vych platku. Vliv mezilaminarniho smykoveho napeti byl odhadovan na zaklade 
experimentalne merenych poddajnosti (tzv. Bluhmuv mo®l). Oba modely vykazo
valy podobny prubeh funkce Y*(cx) s vyraznym minimem Y�1n , odpovfdajicim 
maximalni sile na krivce zatizenf - pruhyb. Poloha minima se vsak u obou modelu 
neshodovala. Probehlo kriticke hodnoceni obou pnstupu [17, 18, 19], jejich vzajemne 
porovnavani a experimentalni ovefovani [21]. Zavery ukazaly, ze pfedevefm Bluh
muv model je zatfzen V dusledku nespolehliveho odhadu korekcnfho faktoru na 
smykova napetf znacnou chybou [20]. 

Snaha o zfskani presnejsf K-kalibrace ohyboveho vzorku s sevronovym vrubem 
vedla k pokusum O numericka reseni [22], predevsim s uzitim metody konecnych 
prvku (MKP). 

Nase reseni stejne problematiky, dale popsane, vyuziva rovnez moznosti nume
rickeho resenf pomocf MKP. Vychazi z vyse uvedeneho, ze totiz V okamziku nestabil
niho rozbehu trhliny musi platit: 

K P Y�in (18) le = msx v- ·

Bw 

Kalibracni funkci Y!i1n lze vyjadrit Z prubehu funkce zmen poddajnosti B delkou 
defektu ex jako minimum Y min dle vztahu (17). Zaroven je mozne ji urcit jako 

Y!itn = min Y*, 
kde 

Y* = K1.B. Vw
p 

tedy na zaklade vypoctu faktoru intenzity napeti. 

(19a) 

(19b) 

NUMERICK.A ANALYZA NA B.AZI TROJDIMENZION.ALNf METODY 
KONE<'.JNYCH PR VKO-

Cilem numericke analyzy byl: 
a) vypocet prubehu faktoru intenzity napetf podel pfedpokladane prime Msti

trhliny; 
b) vypocet poddajnostf pro ruzne delky trhliny.
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Pote nasledovala kalibrace funkce Y::Un podle vztahii (17) a (19). Konkretnf roz
mery analyzovaneho ohyboveho vzorku jsou na obr. 4. Pro vypocet byl pouzit 
programovy soubor PMD (24] pracuj:ici na bazi MPK a soubor GENEL (25] pro 
generovanf geometrie a topologie site. 

z dtivodu symetrie byla diskretizovana pouze jedna ctvrtina telesa, pricemz byly 
pouzity izopa.rametricke petisteny a sestisteny s moznosti volby linearnf a kvadra
ticke nasady podel kazde hrany (obr. 5). Pro hrany ve smeru podelne osy telesa byla 
volena kvadraticka nasada, pro ostatnf hrany byla volena linearni nasada s vyjimkou 
priblizne dvou vrstev prvku podel cela trhliny. Tato volba byla ovefovana na dvoj
dimenzionalni siti, ktera byla vytvofona jako stfodnf fez trojdimenzionalni site. 
Pro simulovanf singularity typu r-1/2 v napetf byly pouzity prvky se stfodovym 
uzlem posunutym do 1/4 hrany. Vypocet byl proveden pro sedm delek trhliny, pri
cemz jednotlive site zachovavaly stejnou topologii pro ruzne geometrie. 

Faktor intenzity napeti K1 byl pocitan ze slozky u vektoru posuvu na licfoh trhliny 
V priblfzenf rovinne deformace pomocf linearnf extrapolace: 

P/2' 
� 

P/2 

. u . E ( 7t ) t/2 

Ki = !� 2(1 - v2) 2r 

20 
p'2 

1,0 
-

(20) 

Obr.�4. Zvolima geometrie zafezu a rozmlry vzorku pro numerick,i vypocet metodou konelnych prvku. -
a:o = 0,25; a:1 = 1. 

Obr. 5. Diakretizace pro metodu konelnych prvku pfi relativni del� trhliny a/w = 0,5. Pooet prvku: 
169, pocet uzlu: 609. A - celo trhliny; B - plocha zafezu. 
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Aby bylo mozne podchytit prubeh K1 podel lomove fronty, byl vypocet proveden 
vzdy ve ctyfech ekvidistantnich rezech kolmych na pfimou cast cela trhliny. Ze 
ctyf ziska.nych hodnot faktoru intenzity napeti pro kazdou delku trhliny byl pak 
pocitan integralni priimer 

b 

K 1 f • 
I

= 
b 

Ky . di, 
0 

(21) 

ktery nazyvame integralni faktor intenzity napetL V poslednim vztahu je x; 
linearni lomena funkce nabyvajici V prfslusnych ctyrech bodech prime Msti cela 
trhliny hodnoty K1, Podle vztahu (19) byla pak spoctena funkce Y*, ktera je ta
belovana v tab. I. Pro jednu delku trhliny byl pri tomto kroku proveden vypocet pro 
ruzne hodnoty Poissonova cisla v, aby se zjistila mira zavislosti funkce Y* na tomto 
materialovem para.metru. 

Pabulka I 

Hodnoty Y* v ekvidistantnich bodech pfime cast,i eels trhliny 1 2 3 4 a jejich integralni pni.mer 
pro nizne relativnf delky trhliny. Vliv Poissonova insla v je ukazan pro jednu delku trhliny. 

I Y• v bodech 
I 

I 
I I 

I ! I I !
IIX I

,, I 1 2 
I

3 I 4 Y• 
I I i I I 

0,3125 0,23 22,82 23,03 23,68 25,09 23,56 

0,375 0,13 20,93 21,19 22,15 24,39 22,00 
0,375 0,23 20,91 21,19 22,14 24,46 22,00 
0,375 0,30 22,61 22,91 23,93 26,35 23,77 
0,4375 0,23 21,29 21,43 22,42 25,37 22,99 
0,5 0,23 22,19 22,63 23,83 27,73 23,81 
0,5625 0,23 24,76 25,14 26,30 30,82 26,41 
0,625 0,23 29,20 29,31 30,36 35,23 30,63 
0,75 0,23 47,47 47,44 48,52 55,11 49,08 

Vypocet funkce Y* z poddajnosti probihal nasledovne: Poddajnosti ziskane z po
suvu pro vsech sedm delek trhliny byly pro kazde sousednf tri hodnoty prolozeny 
polynomem druheho stupne jako funkce delky trhliny. Z tohoto polynomu bylo 
pa.k pocitano dC/da a aplikovan vztah (17). Vysledky jsou uvedeny v tab. II. 

Tabulka II 

Hodnoty Y* z poddajnosti pro nizne relativni delky trhliny ai: 

0,3656 0,3781 0,3906 0,4031 0,4156 0,4656 0,528 0,59 

Y* 24,31 24,05 23,83 
I 

23,6 23,65 24,35 25,55 29,05 
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DISKUSE VYSLEDKU A POROVNANf S MODELY 

BLUHMOVYM A STOA 

Na obr. 6 je vynesen prubeh funkce Y* v zavislosti na pomerne delce trhliny nejen 
podle vysledku obou pnstupu naseho numerickeho reseni, ale pro srovnani i podle 
obou zakladnich pribliznych analytickych reseni, tj. modelu STOA a Bluhm ova 
[15], [18], [19]. Z vysledku feseni MKP je na zaklade vypoctu faktoru intenzity 
napetf (rov. (19b) vynesena jednak funkce Y* pnslusna hodnote K1 v bode 2 na 
prime Msti cela trhliny (body znacene •), jednak odpovidajici integralnimu faktoru 
intenzity napeti (body znacene 0). Funkce Y* ziskana na zaklade numerickeho 
vypoctu zmen poddajnosti rov. (17) je prolozena body znacenymi o. 

I numericke feseni je nutne cha.pat jako reseni zatizene urcitymi nepresnostmi 
a chybami, plynoucimi uz z faktu diskretizace kontinua a zpusobu vypoctu. Nemusi 
se vsak prijimat zjednodusujfci pfedpoklady uz pri modelovani geometrie trhliny 

Y" 

JJ 
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! 
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Obr. 6. Zavi8l08t funkce Y* na rela.tivni delce trhJiny podle vysledku prezenkwanlho numerickeho 
fe§eni a '[>lihliznych analytickych modelu: - -6,- -6,- Bluhmovo le§eni; 
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-x-x- STCA model; - -o- - o- z numericke poddajnosti;
- • • o -- • - o -- , -•-•- z numerickych hodnot Kr.
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jako u obou zminenych analytickych reseni a uz vubec ,,upravovat" reseni napja
tosti. 

Da se oeekavat, ze STCA model je presnejsi nez Bluhmuv, nebot V nem se od reality 
lisi jen delka primeho cela trhliny a existence jejich sikmych eel, nebot tento model 
ureuje Y* z derivaci poddajnosti vzorku s pruchozi trhlinou stejne delky jako V sevro
novem zarezu. Rozdil V realite modelu z hlediska funkce Y* je jiste tim vetsi, eim 
mensi bude a, tedy pri kratsich delkach trhliny, nebot pak lze ocekavat velky rozdil 
V delkach primych casti eel trhlin V modelu a skutecnosti. To se potvrzuje i na za
klade naseho vypoctu (obr. 6). Rozdilnost bude prirozene silne zavisla i na hodnotach 
ixo a a:1 vzorku [18]. Jak bylo jiz vyse uvedeno, Bluhmovo priblizeni dava jeste horsi 
odhad reality nezli model STCA, coz potvrzuje i srovnani s vysledky naseho nume
rickeho reseni. 

Zastavme se u otazky verohodnosti uvadeneho numerickeho reseni. Pri testovani 
presnosti vypoctu faktoru intenzity napeti z posuvu vykazovaly numericke pokusy 
s dvojdimenzionalni siti, jez vznikla strednim svislym rezem trojdimenzionalni site, 
chybu do 1 % ve srovnani s resenim bezne dostupnym v literature. Dalsi chybu 
vnasi skutecnost, ze K1 neni podel prime casti cela trhliny konstantni. V oblasti 
prechodu od prime casti cela k sikme casti zarezu neni diskretizace dostatecna, jiste 
pochybnosti lze mit i O spravnosti predpokladu, ze i zde se zachovava singularita 
r-1 /2• I za techto okolnosti bylo potrebne pro danou delku trhliny urcit jednu hodnotu 
K1. Je-li ji zvoleny integralni faktor intenzity napeti ci jina hodnota neni snadne 
zodpovedet a ptat se musime jen prirody, tedy prostrednictvim experimentu. Faktem 
zustava, ze u realnych materialu publikovane vysledky potvrzuji zakrivovani eel 
trhlin pri jejich rozvoji [21]. 

Co se tyka predpokladu rovinne deformace podel predpokladaneho primeho eela 
lomu, domnivame se, ze vzhledem k vlastnostem keramickych materialu, predevsim 
jejich neschopnosti plasticke deformace, odpovida skutecnosti mnohem vice nez 
stav rovinne deformace, bez zvlastnich pozadavku na rozmery vzorku. I tak pri 
v = 0,23 nemuze byt chyba z tohoto zdroje vetsi nez 4 %-

Vypoeet Y* pomocf zmen poddajnosti spoctenych MKP povazujeme pro maly 
pocet urcovanych poddajnostf za mene verohodny a bereme jej jako doplnujici 
orientacni reseni. 

Na zaklade obr. 6 je mozne srovnat hodnoty Y*m1n pro nas ohybovy vzorek zvole
nych rozmeru podle ruznych pristupu. J ak tato hodnota, tak Ot:min' odpovidajfcf 
Y::i,n, jsou rozhodujfci pro urcovani K1c a mely by byt verifikovany experimentem. 
Pro vzorek zvolenych rozmeru ( 40 x 4 x 4 mm) a geometrie zarezu byly stanoveny 
[19] a odhadnuty nasledujici hodnoty Y;';,1n a a:m1n:

Tahulka III 

! 
I I I 

I 
MKP-K1 

MKP-1K I
MKP- I 

'\fodel: STCA Bluhmuv i 
V bodli 2 z poddajnosti I

I 

! 
I 

) 

Y*min 23,42 25,45 21,1 22,2 23,6 

rozdfl 
od STCA (%) 0 +8,7 -9,9 -5,2 +0,77

I 

I 
I 

.Xmin 0,427 0,445 0,395 0,395 0,41 I 
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Tyto vysledky znamenaji, ze- hodnoty Kie urcene na zaklade numerickeho reseni 
faktoru intenzity napeti by byly nejnizsi a trhlina by rostla stabilne k nejkratsi 
delce ve srovnani s ostatnimi pfistupy. 

Posledni konstatovani pak soucasne nabizi moznost experimentalniho testova ni 
spravnosti pfedpokladanych feseni, paklize bude mozne na lomove plose rozlisit 
fazi pomaleho a rychleho sifeni. 

Za povsimnuti stoji vliv hodnoty Poissonova cisla pro danou geometrii a za
tezovani, vykazovany numerickym vypoctem. Z tabulky I plyne, ze pro pomernou 
delku trhliny IX = 0,375 ovliviiuje hodnota V vysledek resenf az V rozmezi VE <0,23 -
- 0,3), kde je rozdil v Y* asi 7,8 %- To je mnohem vice nezli cinil vliv Poissonova 
cisla pri uziti kratkeho prutu [14], kde se odhadovala chyba pri zanedbani vlivu 
materialovych parametru na vysledky mefeni Kie asi 0,7 %- Podrobnejsi objasneni 
teto otazky by vyzadovalo hlubsi analyzu. Zda se vsak, ze pri uziti keramickych 
materialu s typicky nizkymi Poissonovymi cisly lze skutecne prakticky vychazet 
z pfedpokladu, ze kriticka hodnota faktoru intenzity napeti je pouze funkci geometrie 
a rozmeru vzorku se zafozem a na druhu materialu nezavisi. 
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XPYIIHOCTh PA3PYIIIEHJ1H HEPAMlf lIECHMX MATEPMAJIOB

HYMEPMqECHAH H-HAJIJ1EPA�l1H OEPA3�A HA l13fl1E 

C IIIEBPOHOBhIM HA,Il;PE30M 

HpocJiaBa 3eMaHKOBa, HpoMaB tlox*, tloaeqi Haaga 

H ay1tHo ucc.11,eooeame.11,bc1>uu aemo.1w6u.11,bHblU UHcmumym, Jluioeapc1.a 12 
180 68 Ilpaea 9 

* I'ocydapcmeennbiii Hay<tno-ucc.11,eooeame.11,bc1>uu uncmumym i).11,.11, cmpniom .Mautu11 
250 97 Ilpa2a 9 -· Bexoeuqe 

X pymwcTb paapyrneHJrn 1rnpaMHqec1rnx MaTepHaJlOB Kie, rrp11MeHHeMb1Y. B KOHCTPYK1\11H 
Mal llHB, HrpaeT BeCbMa Baarnyro pOJib H ee BeJmqnHa TeCHO ('BH3aHa co cpOKOM c:1ym6b1 
H Ha)IelKHOCTblO KepaMHqecKHX KOMIIOHeHTOB. Il03TOMY BalKeH cuoco6 ee Toq11oro orrpege
iieHJUI. MeTO)J., OCHOBh!BalOITIHHCH Ha rrpHMCHBHHH o6pa3u;a C rneBpOHOBbIM Ha/:\PC3OM Hl'KlIIO
qaeT pn;_i HeToq11ocTeii onpenenemrn Krc- HenocTaTKOM HBlIHeTcH HeaHaHHe Toq11oit K-Ka
m16pa11noHHoii cpyHHl_\HH q>aKTOpa 11HTeBCl1BHOCTH HarrpHlKeHHH )J.JIH o6pa3yroITieiicH Tpe11(11Hhl 
B Haµpeae H3rH6aeMoro 06paa11a. BMeCTO )J.aHHOii q>YHKI\llll )lO CHX nop npHMBHHIOTCH 
anpOKCHMaU:HH, rro11yqeHHbie Ha OCHOBaHHH rrpn611nmeHHhIX aHalIHTHqecKHX perneHHii. 
B npegJrnraeMoii CTaTbe pa3pa6oTaHo TpexpaaMep11oe HyMepnqecKoe perneHne c noMOITiblO 
MCTO)J.a KOHeqHl,JX :meMeHTOB, KOTOpoe IIOK33b1BaeT, qTO o6ITienpHMeHHeMbJe 11pn61THlKCHHble 
pemeHHH MoryT )(aBaTb MHHMO 6011ee BhICOKHe eennqHHhl xpyrrKOCTH paapyrneHHH MaTep11a
lIOB. Pa3nHqHaH )IlIHHa Tpell_\HHbl, npH KOTopoii corJiacHO OT)IelibHh!M perneHHHM rrponcxo;\llT 
rrepeXOA OT CTa6HlII,HOro K HCCTa6HlihHOMY pacnpocTpaHeHHIO TpeITIHHbl, rrpe)(OCTaBlIHeT 
BO3MOlKHOCTI, 3KCIIepHMCHTal[I,HOH npoeepKH rrpaBlllihHOCTH peaynhTaTOB HyMepnqecKOl'O 
pernemrn. 

Puc. 1. Paa.11,u1tHb1u xoo pewa10Ufeeo 1>0.MnoHeHma nanp.11,J1cenu.11, e 01>pecmnocmu 1,opHR nao
peaa u mpeUfUHbi; - -� <11111 OJ!R Haopeaa, - - - - <11111 i).11,.11, mpeUfUHbl 

Puc. 2. Paanbie euooua..weHeHUR 06paa4oe c uteepoH06bl.M 1-taopeao..w; a) 1>opom1>uii cmep:HCem,, 
b) 1>opom1>= utmaH.ea, c) 011,.11, 1temblpexmo<te11,1toeo uaeu6a.

Puc. 3. Cxe.Mamu1tec1>uii xoo aaeucu.Mocmu cu.11,b1 P om npoeu6a y uaeu6ae.Moeo 06paa4a 
c uteepoHOBbl.M Haopeao.M. C . . .  UHU!fupoea1tue mpeUfUHM; I . . .  06.11,acmb cma6u.11,b1-toeo 
pocma mp�uHbi, II . . .  06.riacmb 1tecma6u.11,b1-toeo pocma mp�uH.&1. 

Puc. 4. Ha6paHHaR aeoMempu.11, Haopeaa u paa.Mepbi 06paa4a i).11,.11 Hy.Mepu1tec1>oeo pac1tema 
C no.Moup,IO .Memoi)a 1£0H,/!'tH,b!X a.11,e.MeHmOBj IXo = 0,25, 1%1 = 1. 

Puc. 5. J{uc1>pemuaa!fU.11, o6paa!fa O.Mi .Memooa 1£0HNHblX a.11,e.Memnoe npu omHocume.ribHoii 
iJ.riuHe mpeu,+UHbl a/w = 0,5. l/uc.11,0 a.rie.MeHmoe; 169, 1tuc.11,o ya.11,oe: 609. 

Puc. 6. 3aeucU.MoCmb if!YHl>lfUU .V* om omHocume.rtbHOU i).11,uHb! mp�uHbl a co2.riacno npu
.MeltRe.Mo.My Hy.Mepu1tec1>0.My peuteHUIO u npu6.11,uJ1CeHHblX aHa.riumu1tec1>ux .MoOe,ieii; 
-1:,.-1:,.- peuteHue B.riy.Ma, -x-x- STCA .Mooe.11,b, -a--a- Ha ocHoeaHuu Hy.Mepu1tec1>ou
noooam.riusocmu, - . .  o-o-, ---·- Ha OCHOBaHUU Hy..uepu1tec-,;ux ee.rtU'tUH Kr. 

FRACTURE TOUGHNESS OF CERAMIC MATERIALS-NUMERICAL K

CALIBRATION OF BENDING SPECIMENS WITH CHEVRON NOTCH 

Jaroslava Zemankova, Jaroslav Jach*), Josef Kazda 

Institute for Research of Motor Cars, 180 68 Prague 9 

*) State Re,search Institute for Machine Construction, 250 97 Prague 9 - Blchovice 

Fracture toughness of ceramic materials, Krc, is a significant quantity associated with the life 
and reliability of ceramic components in their engineering applications. This is why it should 
be determined as precisely as possible. The method based on specimens with chevron notches 
avoids a number of errors usually involved in the application of other methods. However, there 
is the disadvantage that the calibrating K function of the stress intensity factor for the crack 
arising at the notch of the specimen on bending is not precisely known. The function has so far 
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been substituted by approximations provided by analytical solutions of insufficient accuracy. 
The paper presents a three-dimensional numerical solution by the finite elements method which 
shows that the generally employed approximate solutions may give apparently higher results 
for fracture toughness of brittle materials. The different crack lengths yielded by the individual 
solutions at the transition from the stable crack growth to the unstable one, allows the results 
of numerical solutions to be verified experimentally. 

Fig. 1. Different courses of the decisive component of stress in the neighbourhood of the notch and 
crack root, �� <Jyy for the notch; - - - - <Jyy for the crack. 

Fig. 2. Various modifications of specimens with chevron notches; a) short rod, b) short bar, c) for 
four-point bending. 

Fig. 3 .. Schema.tic course of the load-deflection dependence for a four-point bending specimen with 
chevron notch. 
C. crack initiation; I - stable crack growth region, II - unstable crack growth region. 

l!'ig. 4. The chosen notch geometry and specimen dimensions for numerical calculation by the finite 
element method. <Xo = 0.25; ,x1 = 1. 

Fig. 5. FEM discretization of the specimen at the relalive crack length a/w = 0.5. Number of ele-
ments: 109, number of nodes: 609. 

Fig. 6. Function Y vs. relative crack length °' according to the results of the suggected numerical 
solution and the approximate analytical models: - A - A - Bluhm' B solution; - x - x I 
STCA model: -o- -o-fromnumerical compliance; - - ·o- - -o, -•-•- from numerical 
K values. 

FRACTALS IN PHYSICS (Fraktaly ve fyzice). Redakce: L. Pietronero a E. Tosatti. 
476 str., North-Holland, Amsterodam 1986. 

Kniha je sbornfkem referatli z mezinarodnfho sympozia ,,Fraktaly ve fyzice", ktere se konalo 
v Terstu 9.-12. cervence 1985 pod zastitou ICTP (International Center for Theoretical Physics). 

Pojem fraktal byl zaveden pred 5-10 lety jako vhodny nastroj k popisu zdanlive zl'ela ne
pravidelnych struktur. Obrazce vytvafejici se pri rozmanitych nerovnovaznych rustovych proce
sech (napt. sitenf lomu v pevne latce, dendriticky rust krystalu, prosakovanf tekutiny do p6rovi
teho prostfedi, tvrdnutf cementove kase apod.) majf obvykle spolecne rysy, ktere lze definovat 
jako fraktalove struktury (viz Mandelbrot B. B.: The Fractal Geometry of Nature, Freeman, 
San Francisco 1983, Stanley H. E., Ostrowsky N.: On Growth and Form. Fractal and Nonfractal 
Patterns in Physics. Martin Nijhorff, Dortrecht 1985). V Euklidove geometrii rozlillujeme bodove, 
carove, plosne a objemove utvary. Kazda tato ttida je charakterizovana poctem rozmeru nut
nych k jejimu popisu. Napf. cara ma jeden rozmer, pfedpoklada se, ze je hladka (ve vsech bodech 
diferencovatelna) a ma zcela urcitou delku. Tvary vyskytujlcf se v pffrode jsou vsak mene pravi
delne. Cara mlize mft tvar sloziteho meandru s fodou diskontinuit. Pro ttideni pffrodnfch utvarli 
mlizeme pouzit sice stejneho zpusobu jako v geometrii Euklidove, ale charakteristicky rozmer 
bude vzdy vetsi nez u utvaru hladkeho, a to o cast, ktera je mfrou jeho nepravidelnosti. Hladka 
euklidovska cara ma rozmer 1, cara s fraktalovym rozmerem 1,6 ma vyMf stupen nepravidelnosti 
nez cara napf. s rozmerem 1,2. Rozmer fraktalu, ktery lze stanovit experimentalne, je kvanti· 
tativnfm udajem charakterizujfcim nepravidelnost daneho utvaru. Vsechny nepravidelne formy 
nemajf vsak povahu fraktalu. Podminkou je, aby dany utvar byl tvarove stejny nebo alespoi1 
podobny, at se na nej dive.me pfi jakemkoliv zvetsenf. To je pozadavek, ktery nazyvame samo
podobnost (self-similarity). 

CHem sympozia bylo poskytnout pi'ehled fyzikalnich jevli, u nichz se projevuje jako spolecny 
znak fraktalovy charakter. Referaty jsou rozdi\leny podle tematiky do 9 cast!. Prvni pojednava 
o obecnych vlastnostech fraktalu, zakladnfch pojmech a matematicke teorii, druha. se zabyva 
analyzou fraktalovych vlastnostf materialu, zejmena strukturou a zpusoby mefeni fraktalove di
menze. Ve tfetf casti jsou zahrnuty referaty o polymerech, ctvrta obsahuje referaty o problemech 
gelatinace, o otazkach rozvetvenych polymeru a o pojmu perkolace. Pata kapitola je rozdelena 
do dvou oddilu, v prvem jsou zafazeny referaty o prurazu dielektrik a lomu pevnych materialu, 
ve druhem jsou zahrnuty referaty o agregaci koloidnich castic, dendritickem rustu krystalli 
a agregaci klastrli. Sesta cast obsahuje referaty o kinetice vzniku klastru irreverzibilnf agregacf. 
Sedma se zabyva dynamickymi vlastnostmi fraktalovych struktur a referaty v osme casti se 
tykajf skel a metastabilnlch systemu. Poslednf devata skupina referatli ma nazev: chaos, turbu
lence a pffbuzne jevy. 

Pojem fraktalu otvira zcela novy pohled na celou tadu jevu a kniha pfinese mnoho cennych 
inspiracf, zejmena vyzkumnym pracovnfkum z oboru vedy o materialech. 

Satava 
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